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LNTRODUCCIÓN 
La investigacién que hemos desarrollado, se'cen-
traliza en el estudio dei teorema de la Aplicación Abierta y 
del teorema del Gráfico Cerrado en espacios lineales topo16-
gicos. Veamos lo que dicen estos teoremas. 
Sean E y F dos espacios lineales topol6gicos 
1. Teorema de la Aplicación Abierta. 
Toda aplicaci6n lineal y - continua de E sobre F es abier-
ta. 
2. Teorema del Gráfico Cerrado. 
Toda aplicación lineal de E en F con el gráfico cerrado 
es continua. 
En general estOs- enunciados no son ciertos, pre-
cisamente nuestro trabajo consiste en analizar las hip6tesis 
bajo las cuales (1) y (2) tienen validez. 
En el desarrollo clásico del Análisis Funcional 
se proponen y demuestran estos dos teoremas para E y F espa-
cios de Eanach. Motiv6 el interés por el estudio de los teore 
mas de la Aplicación Abierta y del Gráfico Cerrado para desa-
rrollar nuestra tesis, el progreso que se ha desarrollado en 
ellos en los éltimos años. Hoy sabemos que las hipótesis de 
ser E y F espacios de Banach_ son más fuertes de lo requetido. 
En nuestro trabajo analizamos cdiron debilitando hipótesis o 
cambiando una propiedad por otra en el espacio de salida o de 
llegada, los resultados siguen siendo válidos. Otro de los 
motivos; que.nos- llevaron a desarrollar este, tema fue el de 
analizar algunas-interesantes propiedades- equivalentes- al 
teorema del gráfico cerrado; propiedades estas que en algu-
nos casos pareciera no tener ninguna relación con este teore 
ma. 
El capitulo primero es de generalidades, en el 
cual introducimos- las-definiciones-y proposiciones que sir-
ven de base a los capítulos siguientes-. En este capítulo 
definimos los espacios- Lineales- Topol6qicos, espacios tone-
lados, bornol6gicos, límites- inductivos etc. En el capitu-
lo segundo, inicialmente estudiamos- el teorema del gráfico 
cerrado y la aplicación abierta en espacios de dimensión fi-
nita; luego en general, analizamos- las condiciones mínimas 
bajo las cuales se cumplen estos dos- resultados hasta obtener 
los teoremas para espacios de Banach como una consecuencia 
de lo anterior. 'En el capítulo tercero generalizamos algunos 
resultados del capítulo segundo a espacios limite inductivo. 
En el cuarto y último capitulo, centramos nuestra atenci6n 
sobre el teorema del Gráfico Cerrado. En la sección 4.1 ana-
lizamos el teorema de Bahowald y la generalización de este a 
espacios o- -toneiados y s-tonelados. En la sección 4.2 ca-
racterizamos los espacios F localmente convexos y T2, tales 
que toda aplicaci6n lineal de un espacio tonelado'E, que ten 
ga el gráfico cerrado sea continua. Obtenemos en esta secci6n 
una serie de propiedades equivalentes al teorema del gráfico 
cerrado para E (el espacio de salida) tonelado. En la sec-
ci6n 4.3 desarrollamos un trabajo análogo a 4.2 pero en es-
ta ocasi6n para E (el espacio de salida) bornológico. 
Esperamos que este trabajo resulte interesante 
y que motive a los estudiosos a profundizar sus conocimientos 
en estos temas. 
CAPITULO I 
GENERALIDADES 
1.1 	ESPACIOS LINEALES TOPOLOGICOS. 
1.1.1 	DEFINICION: Sea (E,r) un espacio topológico. 
(E,r,) es un espacio lineal topológico abreviadamente 
e.l.t.) sobre un cuerpo K, si E es un espacio vecto-





(x,y) 	 x+y 
Y 
• :ExE 	 E 
()L,x) 	 A.x 
son continuas. 
El e.l.t. E es T2' si la topologfa et sobre E es T2' 
En un e.l.t. todo To es Ti  y T2. 
1.1.2 EJEMPLOS: 
a, 	(R,95R) es un e.l.t. sobre R donde 	es la to- 
pologia usual sobre R. 
b. [0 ,11 , II U» ).El conjunto de las funciones 
continuas definidas en [0,1] con valor real, con la to 
pologla de la norma del supremo (abreviadamente sup.) 
es un e.l.t. sobre R. 
c. II 	 ) • El conjunto de las sucesiones acota-
das, con la topología de la norma del sup. es un e.l.t. 
sobre R. 
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D d 	1. ( 	, 	II h ). El conjunto de las sucesiones de su- 
ma en módulo convergente, con la topología de la norma 
definida por 	iix 	n11, Ixn1 es un e.l.t. sobre E. 
e. (co , H 11,„ ). El conjunto de las sucesiones que 
convergen a cero, con la topología de la norma del sup. 
es un e.l.t. sobre E. 
f. En general todo espacio normado es un e.l.t. 
1.1.3 DEFINICION: Sea E un espacio vectorial sobre E. 
a. Un sub-conjunto A de E es equilibrado si para todo 
xe A 	r> Xxe AVIx14.1.aeic. 
h. Un sub-conjunto A de E, absorbe a otro sub-conjun- 
to B de E, si existe e< >O tal que B 	aA, V ITI>c( 
c. Un sub-conjunto A de E, es absorbente, si A absor-
be a cada punto de E. 
d. Sea A un sub-conjunto de E, A # 0. El sub-conjun-
to equilibrado más pequeño de E, que contiene a A, lo 
llamaremos la cápsula equilibrada de A, y lo denotamos 
por e(A). 
e. Un sub-conjunto A de E, es convexo, si V x, y e A, 
y todo par de námeros reales positivos d y p tales 
que o( +p =l resulta dx +frye A. 
f. Sea A un sub-conjunto de E, A # 0. El sub-conjun- 
to convexo más pequeño de E, que contiene a A, lo lla-
maremos la cápsula convexa de A, y lo denotaremos por 
c (A) . 
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g. Un sub-conjunto A de E, es un disco si es equili- 
brado y convexo a la vez. 
h. Sea A un sub-conjunto de E, A / O al disco más pe-
queño de E, que contiene a A, lo llamaremos la cápsula 
disqueada de A, y lo denotaremos p(A) . 
1.1.4 DEFINICION: 	Sea (E, t ) un e.l.t. Un conjun- 
to V es una vecindad de x e E, si existe un conjunto 
net tal que: 
x e U SE V 
Sea 'Tj(x ,t ) la familia de todas las vecindades de x, 
entonces niln X , t ) tiene las siguientes propiedades. 
1. V VCV> (x, 	), V V 
2. V W SI E , tal que existe V en\r'(x, t ) 
V _e W 	 W e N")(x, 	) • 
3. V1, V2 e t(x, t) =1> vi  n v2 ebc , 25 ) 
4. UCt(x, 25 ) 	1> 	"V-3( x , t ) tal que Vsm uiy 
1.1er‘rj(y,t ), V ye y• 
1.1.5 	Ejemplo: 	Sea (E, yr ) un e.l.t. Sea x e E; 
la familia de todas las vecindades del punto x, es un 
filtro en E, que denotaremos 10°/- 	) y lo llama- 
remos el filtro de vecindades de x. 
Una base del filtro de vecindades de un punto x; es 
llamado también un sistema fundamental de 'Y-1(x, 25 ) . 
1.1.6 	TEOREMA: Un e.l.t. y T2 (E, r ) es Metrizable 
si existe un sistema fundamental numerable de 	 ( , 25 ) . 
1. 1. 7 	DEFINICION: Sea (E, t ) un e.l.t. Sea A c= E . 
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A es completo si todo filtro de Cauchy en A converge a 
un punto de A. A es casi-completo si todo sub-conjun-
to de A cerrado y acotado es completo; o en forma equi-
valente A contiene los puntos de adherencia de todos 
sus sub-conjuntos acotados. 
	
1.1.8 	DEFINICION: 	Un e.l.t. (E, 1-C ) metrizable y 
completo es llamado un F-espacio. 
1.1.9 	TEOREMA: 	Sea (E, t ) un e.l.t. T2 Entonces 
existe un e.l.t. T2 y completo denotado por E tal que 
A 
E es isomorfo a un sub-espacio denso E0 de E. El es- 
pacio E es único, a menos de un isomorfismo. 
1.1.10 	DEFINICION: 	Sea (E, t ) un e.l.t. y A sE E. 
A es nunca-denso Si 
A=Ø  
Un sub-conjunto X de E es de primera categoría, si X, 
es la uni6n numerable de conjuntos nunca-densos. 
X -= 	An ' Vn An = n=1 
Un sub-conjunto X de E es de segunda categoría, si X 
no es de primera categoría. (E, Ir.) es un espacio-Baire 
si todo abierto no vacío de E es de segunda categoría. 
Todo espacio Baire es de segunda categoría. 
1.1.11 	TEOREMA (Baire): 	Todo e.t. (E, 	) MetriSa- 
ble y completo es un espacio Baire. Como consecuencia, 
todo F-espacio es Baire. 
1.1.12 	TOPOLOGIA COCIEN LE: Sea (E, t ) un e .1. t . y 
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F un sub-espacio cerrado de E. Sea E/F el espacio veo 
tonal cociente. 
Sea: 
E 4): E 	/F la aplicación canónica suryectiva. Es 
decir Vx CE y(x) = 1 = x + F. 
Un conjunto A es abierto en E/ 	-1  (A) es abierto 
en 	E. La topología definida así, es llamada la to- 
pología cociente sobre E/ y la denotaremos por 	• T5c,
es la topología final para el par (E,40). 
1.1.13 DEFINICION: Sea E un espacio vectorial y F 
un sub-espacio vectorial de E. Sea xeE; el sub-conjun 
toHdeE:H=x+Fes llamado un sub-espacio afín 
de E. 	 (xeF=4H = F). 
1.1.14 DEFINICION: Sea E un espacio vectorial real. 
Un sub-conjunto H de E es un hiperplano, si H es un 
sub-espacio propio maximal de E. 
Si H es un hiperplano, entonces para cada x e(E - H), 
tenemos E = H + Rx, donde R es el conjunto de los ne-
meros reales. 
1.1.15 ILOREMA DE MAZUR (Forma Geométrica de Hahn 
Banach): Sea (F,72.) un e.l.t.; sea A / ffl, un Sub-con-
junto abierto y convexo de E. Sea M un sub-espacio 
lineal afín de E tal que M n A = O. Entonces existe 
un hiperplano afín cerradontal que Mc:=HylinA= O. 
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1,2 ESPACIOS LOCALMENTE CONVEXOS 
1. 2 .1 	DEFINICION: Un e .1. t. (E , V.) es localmente 
convexo, (abreviadamente 1.c.) si existe un sistema 
fundamental de vecindades convexas, del filtro de vecin 
dades del O. 
1.2.2 	EJEMPLOS: Todo espacio normado es 1.c.. To- 
dos los ejemplos de 1.1.2 son 1.c. 
1. 2. 3 	DEFINICION: Todo espacio (E , re) 1. c . me tri- 
zable y completo lo llamaremos un espacio Frechet. Es 
decir todo F-espacio 1.c. es un Frechet. 
1.2.4 	DEFINICION: Sea E un espacio vectorial real. 
Sea p una función definida en E con valores reales tal 
que: 
1. p( 	x) = 	IT1p(x) VTeIR y xeE 
2. p(x + y) < p(x) + p(y) 
Una función con estas propiedades la llamaremos una 
semi-norma. 
De la definición anterior concluimos que: 
p(x) .>.. O VxeE y p(0) = O 
Si además: 
VxeE ; p(x) =0<--1> x 	O 
p es llamada una norma sobre E. 
1.2.5 	DEFINICION: Sea E un e.l. y A un sub-conjunto 
de E. Para cada x e E , definimos: 
Ax 	/ 	x e 
si A = 0, entonces Ax =0 
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1. 2. 6 	DEFINICION: 	Sean E un espacio lineal y A un 
Sub-conjunto de E. Definimos la Jauge o funcional de 
Minkowski de A, denotada por gA de E en El)1+ 0D} 
por 	 In f Ax 	si Ax 
g(x) = + co 	si Ax = 
Es consecuencia de la definición que gA (x) ;10 , V x e E. 
I . 2 . 7 	PROPOSICION: Sea E un espacio lineal y A un 
sub-conjunto de E. Si A es un disco absorbente, enton 
ces la jauge de A es una semi-norma sobre E. 
Además, si (E, Z.".) es un e.l.t. y A absorbente y con-
vexo, entonces: 
a. A cerrado 	p. A = 1x e E / gA (x) C 11 
b. A abierto 	E> A = e E / g(x) <1} 
c. A riVi O , 2.-2.11>gA continua en O 
1. 2. 8 	PROPOSICION: 
a. Sea (E, 2:: ) un e.l.t. Existe una correspondencia 
biunlvoca entre todos los discos cerrados de E que con 
tienen a cero como punto interior y el conjunto de to-
das las semi-normas continuas definidas en (E,t..). 
b. Como un e.l.t. tiene un sistema fundamental de dis 
cos cerrados del filtro de vecindades del O. La to-
pología 1.c. r sobre E puede ser definida por una fa-
milia de semi-normas continuas sobre E. 
c. El conjunto de todas las semi-normas sobre E, de-
fine una topología 1.c. sobre E; esta es la topología 
1.c. más fina sobre E donde el conjunto de todos los 
discos absorbentes constituyen una base del filtro de 
vecindades del cero. 
1.2.9 	DEFINICION: 	Un e .1.t. (E , 2:) es normado, si 
la topología fe. , puede ser definida por una norma. 
Si ademas el espacio es completo para la topología de 
la norma, se dice que el espacio es de Banach. 
1.2.10 TEOREMA DE HAHNTBANACB: 	Sea E un espacio vec 
tonal real y p una semi-norma sobre E. Sea M un sub-
espacio vectorial y f una forma lineal definida en M 
tal que 	 f (x)1 < P (x) Vx e m 
Entonces existe una forma lineal 7, definida sobre E 
que extiende a f y tal que: 
I7(x) I 	p (X) VY: e E 
1.2.11 	DEFINICION: Sea (E, V; ) un e .1. t. Un sub- 
conjunto T de E que sea un disco, cerrado y absorbente 
lo llamaremos un tonel. 
(Ei re..) es tonelado si todo tonel T de E es una vecin-
dad del cero. 
1,2.12 	PROPOSICION: Todo e.l.c. Baire es tonelado. 
En consecuencia todo Frechet es tonelado. 
Los conjuntos tonelados los tomaremos en e.l.c. 
1.2.13 	DEFINICION: Sea (E , t.) un e .1. c. Sea SCE 
B es acotado, si toda VEY4(0,2:) absorbe a B. 
Todo conjunto finito y toda sucesión convergente son 
9 
acotados. También toda sucesidn de Cauchy es acotada. 
El conjunto de acotados para una topología 2: , lo de 
notaremos Ave ). 
1.2.14 	DEFINICION: Sea (E,/Z) un e.l.c. un sub- 
conjunto A de E es bornlvoro si A absorbe a todo con-
junto acotado B de E. 
(E,r.) es bornológico, si todo disco bornívoro es 
una vecindad del cero. Todo espacio 1.c. y metrizable 
es bornolégico. 
1.3 	TEORIA DE LA DUALIDAD. 
1.3.1 	DEFINICION: Dos espacios vectoriales E y F 
están en dualidad, si existe una forma bilineal 13 de-
finida en E x F. 
(X,y)   B(x,y) 
La dualidad es separante en E, si: 
VxcE, x / O =1> y CE tal que B(x,y)/0 
o en forma equivalente si: 
Vxs E, B(x,y) = O Vy€F)---1> x - O 
Análogamente se define la dualidad separante en F. 
Una dualidad separante en E y F es un sistema dual. 
1,3.2 EJEMPLOS: 
a. Sea E un espacio vectorial y E* su dual algebraico. 
Sea B = ;› 
< 
(X,f) 	 <x,f) = f(x) 
E x E* 
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entonces: 
(E, E*, (;>) es un sistema dual. ; > se llama la for- 
ma bilineal canónica entre E y E*. 
la. 	Sea (E , ̀C) un e .1.c. entonces (E, E' , < )) es se- 
parante en E'. Si además E es T2' entonces (E, E'.( >) 
es un sistema dual. 
1.3.3 	DEFINICION: Sea (E, F, E) una dualidad. Para 
cada y e F, consideremos la aplicación 
p : E Y 
x 	 p 	(x) = I B (x , y) I Y 
p es una semi-norma. En consecuencia la familia 
Y 
{pY  iye F 	es una colección 
de semi-normas sobre E que 
determinan una (mica topología 1.c. sobre E que deno- 
taremos 0-(E, F), G-(E F) es la topología 1.c. la me-
nos fina que hace continuas las semi-normas py , y e F. 
Una base para 41-j(0, CrIE, F) ) la constituyen los con 
juntos de la forma 
n g v 	6E lp (x) < E ,  p i=1 	Y 
donde V i=1 , 	n Ei> O y yi  e F. 
Si A cF es finito, consideramos la semi-norma. 
pA (x) = Sup 	p 	(x) = SupB(x,yi) 	, yi  e A 
n Yi i(n 
y la familia 
ipA /Ac F, A finito 	también determina cr (E,F) . 
En este caso una base para s\rj (O, 0- (E ,F) ) está dada 
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por conjuntos de la forma: 
¿V 	=-{x e. E p (x) ¿} A PA 
La topología 	cr- (E,F) se denomina la topología dé- 
bil sobre E. Análogamente se define la topología dé-
bil o- (F,E) sobre F. 
=C> Un sub-conjunto A de E es 	(E ,F) acotado VVE F  
>C) tal que 
Sup B(x,y) 
x c A 
1.3.4 	PROPOSICION: Sea (E,F,B) una dualidad y 
o-(E,F), o- (F,E) las topología débiles sobre E y F res 
pectivamente. Entonces 
a. Cr (E ,F) (resp. r (F,E)) es la topología menos 
fina sobre E (resp. sobre F) tal que las formas 
B(•,y) . E 	 [K, y F 	(resp. 
x e E) son todas continuas. 
b. Si B es separante en F (resp. en E), entonces 
0-(E,F) (resp. 	(F,E)) es la topología 1.c. la me- 
nos fina sobre E (resp. sobre F) para la cual F 
(resp. E) es el dual topologíco de (E, C-- (E,F)) 
(resp. (F, 0-(F,E)). 
c. 0-(E,F) (resp. 	(F,E)) es T2 1 	N la dualidad 
es separante en E (resp. F). 
d. Sea N un sub-espacio propio de F (resp. E) y 
consideremos la restricción de 3aExN (resp. N x F), 
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Si B es separante en F entonces 01E ,N) 0-(E ,F) , 
(resp.  
1.3.5 	DEFINICION: 	Sea (E,F,B) una dualidad, y A 
un sub-conjunto de F, entonces el polar de A es el 
sub-conjunto de E. definido por: 
A° = {x e E / 1 B(x,y) 1 ci,  Vy e 
-= {x 	E/ sup 1 B(x,y) 1‘1) 
Ye A 
A } 
En forma análoga se define el polar de un sub-conjunto 
de E. 
1.3.6 	PROPOSICION:  Sea (E ,F ,B) una dualidad, enton- 
ces: 
a. Al A2 F 	i> A2° c Al° 
b. A =E, D = e (A) 	t> A°-= D° 
c. A A" 
d. A° = A° 00 
e. A   Aces un disco O-  (E ,F) --cerrado 
f. 	( X A) ° 
	
1 A°, 	V TEEK, XV o 
14. 	A°es absorbente <=t> A es o-- (F,E)-acotado 
h. 	Si (Ai)i e es una familia de sub-conjuntos de F, 
entonces: 
( 	A.)° 	 A? 1 i I 	 le I 
1.3.7 	l'EOREMA (Bipolares): Sea (E ,F,B) una dualidad 
Separante en F y AcE, A Ø. Entonces 
(E, F) 
=A° ° P(A) 
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Es decir A°° es el menor disco o- (E,F)-cerrado de E, 
que contiene a A, 
1,3,8 	DEFINICION: 	Sea (E,F,B) una dualidad. Si 
M es un sub-conjunto de E, los elementos ye F que son 
ortogonales a Me es decir tales que B(x,y) = o Vxe M, 
constituyen un sub-espacio de F, llamado el sub-espacio 
ortogonal a M y denotado por Mi  . 
1.3.9 	PROPOSICION: Sea (E,F,B) una dualidad. Enton- 
ces: 
a. 1  M1 	M 2 E =C> M2 Mt 
b.  
111 C, 	M = M 
d. M 1  es 0-(F,E)-cerrado 
I_L e. M 	es el sub-espacio o--(E,F)-cerrado, generado 
por Y. 
1.3.10 G-Top: 	Sea (E,F,B) una dualidad, y sea 
A( 0"-- (F,E)) la familia de conjuntos 0- (F,)-acotados 
de F. 
Sea G una sub-familia no vacía de A(0r(F,E)); por 1,3.6. 
el conjunto de polares de los elementos de G son todos 
discos absorbentes; entonces existe una Cnica topología 
1,d„ Tt sobre E tal que las intersecciones finitas de 
los conjuntos de la forma: 
AEG 
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constituyen una base para tco,t ). La topología 
se denota por G-Top, denominada la topología de la 
convergencia uniforme, sobre los conjuntos A C G. La 
G-Top se puede describir mediante semi normas. 
Sea A E G, definimos: 
gA 	 n 
x 	 Sup IB(x,yfl  
ye A 
la cual es una semi-norma sobre E, Y 	V 	= A° 
qA 
Por lo tanto la familia de semi-normas { q-AJAe G deter 
mina la G-Top. 
Por lltimo: Sean G1' G = A (cr (F,E)), entonces 2 — 
G1 G2 	r> 	- Top ...;< G2 - Top 
1.3.11 	PROPOSICION: Sea (E X) un e. 1. t. y E' su 
dual topologíco, sea 
Eq( rC ) = (14 	H es equicontinua 
Entonces 
a. EC Eq (Z) C=C> 	e-Vi(0, t.) / ElsV° 
b. E4 (t)A(a- (E I  ,E) ) . Si E es tonelado entonces 
Ecl 	=  
c. = Eq (C ) - top 
1.3.12 	DEFINICION: Sea (E ,F ,B) una dualidad y sea 
Gm la familia de partes de F definida por: 
024 	/ A es un disco ir (F ,E) -compacto } 
Gm 	A (Cr (F,E) ) , pues toda parte 0-(F ,E) -compacta es 
(3-(F ,E) -acotada. 
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La G - top sobre E la llamaremos la topología de 
Mackey y la denotaremos por: 
13.(E 
1.3.13 	DEFINICION: Sea (E,F,B) una dualidad. La fa 
milia G de todos los conjuntos finitos de E, define la 
G-Top sobre F, llamada la topología de la convergencia 
simple, a la cual hemos llamado también la topología 
débil cr(F,E). Los Cr-(E,F)-acotados de E, definen 
la G-Top sobre F, denominada la topología de la conver 
gencia uniforme o topología fuerte, denotada por B(F,E), 
Si E y F son espacios normados, la topología fuerte o 
de la convergencia uniforme está definida por: 
Ilf il = Sup if(x)1 
Uxi‘l 
1.3.14 	DEFINICION: Sean (E,F,B) una dualidad sepa- 
rante en F y re una topología 1.c. sobre E. Decimos 
que 2: es compatible con la dualidad, si F es el dual 
topológico de E, provisto de la topología ge • Es de- 
cir, si 
E' = (E, t ) 1 - 
1.3.15 	TEOREMA (Mackey-Arens): Sea (E,F,B) un sis- 
tema dual y t: una topología 1.c. sobre E. Entonces: 
(E.r.) 1 = F <1 	C> (13G9EGN tal que 2:=G-Top y F=UA) 
As G 
como consecuencia tenemos que: 
(E, 15) 1 = F< 	 Cr(E,F) 	•.‘ W(E,F) 
Es decir que t es compatible con la dualidad (E,F,B) 
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si fC es más fina que la topología débil 	or(E,F): 
pero menos fina que la de Mackey ;1(E,F). 
1.3.16 	PROPOSIGION: 	Sea (E,F,B) una dualidad se- 
parante en F. Entonces los conjuntos convexos y cerra 
dos de E, son los mismos para todas las topolog2as 
compatibles sobre E. 
1.3.17 	TEOREMA (Mackey): Sea (E, re. ) un e.l.c. com- 
patible con la dualidad (E,E1 ,( )), entonces: 
MF es r(E,EI)-acotado<=1> M es Or(E,E')-acotado, 
Es decir los acotados en todas las topologías compati-
bles son los mismos. 
1.3.18 	PROPOSIGION: 	Sea (E,15, ) un e.l.c. 
coincide con la topología de Mackey ZI(E,E1 ) si y s6-
lo si todo convexo, 0."(E' ,E) relativamente compacto 
es equicontínuo. 
1.3.19 	PROPOSIGION: Sea (E,G,B) un sistema dual y 
F c=G, entonces: 
7 (E ,F ) 4  7(E ,G) 
PRUEBA: 
a-(F,E) = cr" 	 Sea A un disco a- (F,E)-compac  
to. Sea (I)i el una familia de abiertos de la topo-
logía débil or(G,E) que cubre a A. 
(LJ e),==3 A y A SZE) 	 ( U i e I 	 i I 
ce in ) 	A 
Como A es 	cr(F,E)-compacto entonces: 
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3n 	.0 € o-(G,E), tales que LHO. () F) 	A n 
I=I> (U Oi) n F= A i=1 - 
n 
 	U 0 
i=-1 1  
A es un disco 	cr (Ú,E) -compacto 
Sea G1  = { A / A es un disco 	r (F,E) -compacto } 
G2 -= (A / A es un disco 	0 (G,E) -compacto } 
=I> 	G2 
G1-top 4  G2-top 
Pero: 
(G1-top = 	(E,F) y G2-top= 	(E,G)=1:>3.(E,F)---1U(E,G) 
CAPITULO 2 
TEOREMAS DE LA APLICACION ABIERTA 
Y DEL GRAFICO CERRADO EN E.L.C. 
2.1 	ESPACIOS DE DIMENSION FINITA. 
2.1.1 DEFINICION: Sean E y F dos e.l.t. y f una 
aplicación lineal de E en F. Se dice que f tiene el 
gráfico cerrado, si el conjunto 
Gf 	(x,y)/ y - f(x), x e El 
es cerrado en E x F con la topología producto 
ExF = tE x reF. 
2.1.2 	PROPOSICION: Sean E y F dos e.l.t. y además 
F T2' Sea f una aplicación lineal y continua de E 
en F. Entonces el gráfico de f es cerrado. 
PRUEBA:  
Sea G =1(x, f (x)) / x e E. el gráfico de f 
(x,y)e E ===> Vwc«x,y),tExF) es IV() G 	0 
  	VUArico, rE ) y V v €"\e(0 , 'CF) , V cerrado 
( (x + U) x (y + Y)) n G 
C> Vu C((0, 2:,E) , V C-V-(0 , 2:F) , y cerrado 
(x + U) n f-1  (y + V) # 0 
C> VVeNj(0, TtF) , V cerrado y 	V U e-41( O , rE ) 
13x0( e x + U tal que f (x0( ) e Y + V) 
t'E Como U es arbitrario ri> x 
tr por la continuidad de f ===C> f(x,x ) 	f (x) 
C> 	f (x) e y+ V= y+ V ,pues Ves cerrado. 
===C> V V En\r( O , qtF) , V cerrado, f (x) e y + V 
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===C> 	f(x) e ( )(y + y) = tyl, pues F es T2  
Vet(.0,tF) 
• C> 
	f(x) = y, luego (x,y)eGyGes cerrado. 
2.1.3 	COROLARIO: Sean E y F dos e.l.t. T2 y f una 
aplicación lineal, biyectiva y abierta de E en F. En-
tonces el gráfico G de f es equivalente al de f -1 y G 
es cerrado. 
PRUEBA: 
Como f . E 	F es una aplicación lineal, biyectiva 
y abierta, existe g  
g 	 ELinealycontinua 
por 2.1.2 el gráfico G' de g es cerrado. 
Sea d2: E x F 	F x E 
(x,Y) 	(y,x) 
(1) así definida es continua y 
4)-1 (C') = i(x,y)C E x F/ (y,x)e Gi l = G 
===> G es cerrado en E x F 
2.1.4 	OBSERVACION: 1. Como la compuesta de dos a- 
plicaciones continuas es continua; entonces el gráfico 
de la compuesta de dos aplicaciones lineales y conti-
nuas entre e.l.t., tiene el gráfico cerrado. 
2. En general, la compuesta de dos aplicaciones con 
el gráfico cerrado no tiene el gráfico cerrado, lo que 
si podemos afirmar es: 
2.1.5 PROPOSICION: Sean E, F y H tres e.l.t. F y H 
Hausdorff. Sea f una aplicación lineal de E en F, y 
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g una aplicación lineal de F en H. Entonces, si el 
gráfico de g es cerrado y f continua; el gráfico de 
h =gofdeEenHes cerrado. 
PRUEBA: 
Sea (11 : ExH—r-Fxll 
11 así definida es continua, y 
Gl  = 	(y,z) / z = g(y), y e F 
es cerrado en E x H, pero 
41-1(01) = t(x,z)eExH/ 14)(x,z)eGi  } 
t(x,z) e E x H / (f(x),x)e Gl  
t(x,z)eExH/z=gof (x)} 
t(x,z) / z = h(x) , x e E } 
G2 
donde G2 es el gráfico de h. 
El recíproco de la proposición 2.1.2 en general no es 
cierto, como podemos apreciar en el siguiente ejemplo: 
2.1.6 	EJEMPLO: El Operador Diferencial 
Sea E 21[0,1], el espacio normado de las funciones 
continuas definidas en [0,1] con valores en E; con la 
norma II Eco , definida por 
IIxII 	= Sup lx(t) I 
te [0,1] 
Sea E el sub-espacio de F, definido por 
E = (x 	F / x' 	F 
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Es decir el conjunto de funciones continuas definidas 
en [0,1], con primera derivada continua, entonces 
E 	F 
X 	x' 
es una aplicación lineal entre e.l.t. T2' que tiene 
el gráfico cerrado, pero no es continua. (En particu-
lar, entre espacios normados). 
PRUEBA:  
i. 	Sea G = ((x,x' ) / x E } el gráfico de f y sea 
(x,Y) E .5.. Entonces 
9 (xn 	 G tal que xn — P.- X Y 
x I -y-  Y 
Como la convergencia en la norma del sup en C[o,1) 
es la convergencia uniforme en [0,1]. Tenemos que 
para O < t <1 es 
y Y(7)d7 	
Ít 
hm x'n (7)d7 o  
i O S t 
hm 	x'n (7)d7 n O 
,t 
hm (XLI) + Cio ) 
n 
lim (xn (t) + C - xn (0) - C) 
n 
= lim (x (t)- x(0)) 
= x(t) - x (0) 
	N x(t) = x(o)+ 	y (i" )d7 
o 
—I>xeE y x' = Dt (x(0) + 	y(7)dr) O 
 
f (x) =y 
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Es decir (x,y) e G y G es cerrado 
 
Probaremos que f no es continua. Basta probar 
que f no es acotada, pues toda aplicación lineal entre 
espacios normados es continua si y sólo si es acotada 
[7] (teorema 2.7.9, página 97) . 
Sea x(t) = tn , n e N 
entonces n xn = Sup xn  ( 
t 	e [0,13 
= Sup itni 
t e [o , 1] 
= 1 
Por otro lado 
f (xn) ( 	= x'n (t) 
= Dt ( tn) 
= n tn-1 
n x ' 	= Sup ix'n (t)1 
t e [041 






xn 0 I xn  u 
como n es arbitrario, no existe p > O 
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li f(%) 11 tal que 	 CP 
II Xn 
Cuando el recíproco de la proposición 2.1.2 es cierto 
recibe el nombre del teorema del gráfico cerrado, al 
cual está asociado el teorema de la aplicación abier-
ta. Veremos bajo que condiciones y alternativas estos 
teoremas tienen validez. 
2.1.7 	PROPOSICION: 	Sea E un e.l.t. T2 de dimensión 
n sobre K. Entonces E es hoffieomorfo a Kn [11] (teo-
rema VIII-8 y corolario VIII-9),. 
2.1.8 	COROLARIO: 	Sean E y F dos e.l.t. T 2 de dimen 
sión n. Entonces E y F son homeomorfos. 
PRUEBA: 
Por 2.1.7 E y F son homeomorfos a Kn, por lo tanto 
ellos son homeomorfos entre sí. 
2.1.9 	COROLARIO: 	Sea (E,t) un e.l.t. T23 todo 
sub-espacio H de dimensión finita, es cerrado. 
PRUEBA: 
Sea H de dimensión n. Entonces H es homeomorfo a Kn, 
el cual es completo y por tanto H es completo ci;> H 
es cerrado en E. 
2.1.10 	LEMA: Sean E, F y G tres e.l.t., sea 
f :E 	Flinealysobre 
9 
	F 	G lineal. 
Seah=gofla aplicación lineal deEen G. 
Si f es continua y abierta. Entonces: 
luego f no es acotada. 
24 
a. 	g es  continua< 	C>h es continua 
h. 	g es abierta <I 	t>h es abierta 




a. g continua 	1).h continua, por ser la compues- 
de dos continuas. 
Recíprocamente, sea h continua y gerCG' entonces 
f abierta c=l> f(h-1(1))etF 
pero f(h-1(0)) = g-1(1)) ==i> g continua. 
b. g abierta    h abierta, por ser la compuesta 
de dos abiertas. 
Recíprocamente, sea h abierta y pe rCE  
f continua 	> f-1( 	)e /CE  
luego h(f-1(0 )) e 1:G  
pero h(f-1(1))) = g(1)) 	1). g abierta 
c. Si g es sobre 	t> h sobre, por ser la compues 
ta de dos aplicaciones sobre. 
Recíprocamente, sea h sobre y z 	G entonces 3 x€ E, 
tal que h(x) = z, es decir z = g o f(x) = g(y) con 
y = f(x) e F. 
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2.1.11 TEOREMA DE LA APLICACION ABIERTA Y DEL GRAFI- 
CO CERRADO: 	Sean E y F dos e.l.t. T2' F de dimensión 
finita n. Entonces: 
a. Toda aplicación lineal y continua f de E sobre F 
es abierta. 
b. Toda aplicación lineal ej de F en E es continua. 
PRUEBA: 
a. Como f es continua y {0} es cerrado en F 
=41> M = f-1(0) es cerrado en E. 
===1> el espacio cociente (E /Mi rCc  ) es un e.l.t. T2 
Sea 9: E 	r E/m la suryección canónica 
.r> y es lineal, sobre, continua y abierta. 
Como M Ker f 	C> 9f1 E/m F lineal e in- 
yectiva tal que f 	floW [e] (Teorema1.2. Página 16) 
E 
7' 1/41,  1 	7  
E/m 
Gráfica 2.2 
Ker lP = ker f - M  	dim(Im yo) = dim(Imf). Es 
decir, E/m y F son dos e.l.t. T2 de dimensión n. Por 
2.1.8 E/m y F son homeomorfos, 
	C> f es abierta. Por 2.1.10 b, f es abierta 1 
b. Como dim(F) = n, por 2.1.7 F es homeomorfo a En; 
1(1.1 	 F, tal que si 1 e1, 	en } es 
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una base en F, entonces 
	
= 	. e  
i=1 
Seag:F--›-Euna aplicaci6n lineal 
g ( 	71' e-) = >7 a..g(e 	= i 1=1 	i=1 	 i=1 
====> f= gokp es una aplicación lineal de Kn en E, 
tal 	que V nupla (Al 	 X n) E ICri  
1 Xi?ci i= 
f es continua. Por 2.1.10. a, g es continua. 
Observemos que el teorema del gráfico cerrado se cum-
ple en 2.1.11. b. 
2.2 	ESPACIOS DE BANACE 
En esta sección obtendremos el teorema del gráfico ce 
rrado para espacios de Banach, como una consecuencia 
de las proposiciones a seguir. 
2.2.1 	LEMA: 	Sea(U 	 sistema fundamental n)  n>1' un  
numerable de vecindades del cero en un e.l.t. E metri 
zable. 
Sea F un e.l.t. T2' Si f : E 	F es lineal, con- 
tinua y casi-abierta de E en F, entonces: 
nf(un) = o } n=1 
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PRUEBA:  
(Un) n 	se puede suponer decreciente, es decir 
U a U Vn E IN. n+1 	n 
f casi-abierta 	j f (Un) "VIO, 'CF), Vn „>.. 1 
cz=i>(0)_nf(Un) 
n=-1 
Por otro lado: 
ce 	 
Y e 	nf(u V v eVio, rF) , V cerrada y equi- 
librada. 
(y + V) n f (Un) 	Ø 	Vn 
Para cada n, sea xn Un tal que f (xn) E y + V 
f  xn - y E V V n 
Como (Un) n ..?..11 es decreciente 	
n —7,-.Co como f es continua y lineal 






lim(f(x ) - y)e V= 
	t„..0-yey 	i> y e 
Por la arbitrariedad de V 
ye ny {c),,>. y = O V cerrado 
V EV(0 , 'CF) 
CO 
	1> 	f (Un) = kl3} 
n=1 
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2 .2 . 2 	lEOREMA DE LA APLICACION ABIERTA: 	Sea E un 
F-espacio y F un e . 1. t. T2 . Si f es una aplicación 
lineal, continua y casi-abierta de E en F, entonces f 
es abierta. 
PRUEBA: 
Sea (Un) n .?_1, una sucesión decreciente de un sistema 
fundamental de vecindades cerradas y equilibradas del 
Vn cero en E; tal que U 	+ 011+1  
f casi-abierta §---C> Wnref (Un) eVj  
Para probar que f es abierta, basta probar que 
f (Un)e-V70, tF); para esto mostraremos que V k "111 
Wk+1 -- " f(Ijk ) * 
Para k ?,..1, sea y e Wk+1 = f (Uk+1) 
	N VWeVe(0 tr) , (y + W) n f (uk,i ) 	Ø. En parti- 
cular Wk+2C  'VIO, rc,) 	C> (Y -Fwk+2)n f(uk+1)/ 0 
I 	1> 113'1°  f(ljk+1)' con pre-imagen x I  Uk+2 tal que 
Yl  e y + Wk+2 
	C>y - Ylcwk+2 = f(Uk+2)  
Procediendo inductivamente 
Vn?1, si 
   
Wk+n 	f (L1k+n) 
(°' tF) ' V n 
para Wk+n+1 
n-1 
((Y - >  y1 ) 
i=1 
es 






+ Uk+n+2+...+Uk+n+p , Vu>0  
c.= u uk+n+i 	k+n g3.0 
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	> 1117n 	f(U) 
n-1 
tal que yn  e (Y - E yi) + Wk+n+1 1=1 
===> (Y - 	YDC Wk+n+1 i=1 Luego en general 
n+p 
	N (Y - 1 Yi)6 Wk+n+p+1 Wk+n+1 1=1 
pues Uk+n+p+1 c:Uk+n+1 
ri> 	(Y - 	Y1) e Wk+n+1 i=1  
CC 
=I> V n1 (Y - 	Yi) e Wk+n+1 	(1) i=1 
Por otro lado, 	V711 tenemos que 
=Du 	+ Uk+n+1 Z2Uk+n+1 + Uk+n+2 +  uk+n 	k+n+1 
con pre-imagen xne Uk±n  
P 	 P 
también x e U 	i> E n ktn xn+i e Z 	I VPO ?.• uk+n+i 
	
i=1 	i=1 P P P 
N 	Exn+1  = x + 7: x . € U n   n+i k+n + 7 Uk+n+i 1=0 	 i=1 	 i=1 
=1> Vn>1 y Vp .?„0 > 	 xE U +U aU 	(2) n+i k+n k+n k+n-1 i=
Ahora bien, como (Un) n >1 es  un sistema fundamental de- 
creciente de vecindades del cero. 
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=1> Vv V70 ,Z,E) , 9 noet tal que V n> no  
uk+n-1 V 
33 1—> >  x n+1 e Vi  i=0 
Vn.?.. no y V P 
 
(So ) n  
 
es una sucesión de Cauchy. Como E es completo, 3 x E 
03 




1+1 . 	k x  i=0 
	 f (x) 	f (Uk ) Uk cerrado ri> Hm x - x e Uk i=1 
Por la continuidad y linealidad de f, tenemos que: 
f (x) = f (lim 	 Lim (f ( 	 x 
P 	1-1 1 	P--03 	1=1 1  
DO 
hm   f(x.)= 	f(xi) 
i=1 1  i=1 
z 
i=1 
Por (1) f(x) = CY   Yi)e Wk+n+11  1=1 
Vni 
f (xne
?t.]) n f (Uki-n+1) cl> ( Y 	n="1-n+1 
CO 
Por el lema 2.2.1 í:1 f(Uk+n+1) = 101 
rijb y - f (x) - O 	f> y - f (x) , luego 
Cla 
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VY e Wk+1 
 
C> y C.f (Uk) =I> Wk+1 	f (Uk ) ' 	k:111 
 
	-C> f es abierta. 
El siguiente lema lo necesitamos para el teorema del 
gráfico cerrado. 
2.2.3 	TEMA: 	Sea F un e.l.t. y E un e.l.t. metriza- 
ble con un sistema fundamental numerable (V 	de n) n :51.1  
vecindades del cero. Sea g una aplicación lineal in-
yectiva y casi-continua de F en E. 
Si el gráfico G de g es cerrado, entonces 
-1 
n=1 	(Vn) = (O} 
PRUEBA: 
g casi-continua  	19-1(Vn)e-V(13 s tF)1  Vn 
(cR) -1  Por otro lado, sea xe 	g (Vn) n=1 
	C> xeg 1(vn) , 
(x+U) r) g 1(V) 
	C> IV/11)11 	x =g 1( (ya) con yn Vn, 
xne x + U. Por hipótesis, 




 	 9 xm = -1 (Ym). Ym 	Vm  tal que 
 
xm e x+Uy g(xm) = ym a 
C> Vue\r(0,tF) y VV€V.10,';) 
>Oe n 	-1 
Q1 9 (y) 
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tal que (xm, g(xm))E [(x + U) x vj fl G 
:=1> Toda vecindad (x + U) x V del punto (x,0) en 
F x E corta el gráfico G de g. 
(x,0) 	- G 	C> g(x) = 0 
Como g es inyectiva y lineal 	C> x = O 
	C> n -1 n=1 	(Vn) = (0} 
El teorema del gráfico cerrado para e.l.t., siendo el 
de llegada un F-espacio, no le pide a la aplicaci6n 
neal que sea inyectiva, sin embargo en la siguiente 
proposición si se pide, la cual nos ayudará a probar 
el teorema del gráfico cerrado. 
2.2.4 	PROPOSICION: 	Sea F un e.l.t. y -E un F-espa- 
cio. Sea g una aplicaci6n lineal e inyectiva de F en 
E cuyo gráfico G es cerrado; si g es casi-continua, 
entonces g es continua. 
PRUEBA: 
Como E es un F-espacio, es metrizable Sea (Vn)n>iI  
un sistema fundamental decreciente de vecindades ce-
rradas y equilibradas del cero, tal que V n;z1 
es Vn+1 + Vn+1 S2Vn* 
Como g es casi-continuau___1>VIC;/1 U k = g-i(Vk)BNTOXF) 
Para demostrar que g es casi-continua, basta probar 
que Yk;?..1, g-1(vk).BV(0,"CF); 
-1 Vk>1 es Uk+i 	(Vk), o bien 
lo cual es cierto si 




= g-1(V 	1> 3x e uk+1 pues Y e g 
 
tal que g(x) = Y 
==> VU eiuf(j0,1C.F) , (x + u) n g1(V1) 	0 
n -1, para U - Uk+2 	[> (x 	Uk+2) " g tVk+1)  
-1, 
	
g 	kyi) con yi  Vk_Ei tal que xie x + Uk+2 
-1 
I=C> x - xle Uk+2  
Procediendo inductivamente: 
n-1 
-1 n7  Vn?1, si x - 	x.E U 
1=1 	k+n  
n-1 
,=> ( (x - E x. ) + Uk+n+1) fl  g 1=1 
g-1 (yn) 	y e V => x n = 	n k+n tal que  
n-1 
xn e (x - E xi) + Uk+n+1 1=1 
=>. (x - 1 x.) e Uk+n+1 1= 
 
n+p 
fr 	 E - 	x4€ U k+n+p+1 tjk+n+1 1=1 
V o 
 
pues (Vn) n ;11 es decreciente. Como 13k+n+1 es cerrado 





) e Uk+ n+1 \in a. 
c. 	 
rc, (
x _ >1 
	 xi) e n Uk+n+1 = n  1=1 n=1 	n-al 
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por 2.2.3 fl  g_1(vk+n+1) = {o} 
x - 	 x O => x > x. 
i=1 1=1 
Ahora, como Vn >1 es yn+1 + V n+1 
+ ...+ 
Vk+n-1 	 Vk+n+1 Vk+n+2 ' 	Vk+n+p 
„=„111> 	E Vk+n+i Vp>., O Vk+n-1 L=O 
-1> V k4-n-1 D  Vk+1 
Sea V eV(0,tE) , como (Vn) n 	es un sistema fundamen- 
tal decreciente de vecindades del cero en E, entonces: 
VV no / Vn?...no es Vk+n-l—cV 
=> Vmnno es 	 y. e Zy ay 	ay k+1 — k+n-l — i=n 1 	i=n 
	t> la sucesi6n) 	 Yi -Sn- n Sn 1=1 
(sucesión de sumas parciales de la serie S = 	171) 
i=1 
es una sucesión de Cauchy en E. Como E es completo 
09 
n=1 
Y ' = 	 1=1 
g(x1) como Vm ›n 
i=1 .=Ç 	
1y' e E tal que 
es ?y. 	Vk+n-1' para n = 1 i=n 1  
1 
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>_J y. e V. Vm12=1). y'= Lim 	y. e Vkr-Vk 
1=1 1  
	
Como V 	 en es (x- 	x.) F =I> 1 i=1 
(x - >  x. H(x) - >--1q(ri)) e G 
1=1 	 1=1 
02 
   • (x - >4x, g(x) - 	 g(x.)) 	= G 
i=1 	 1=1 1  
	I> (o, g(x) - y' ) 	G 
g inyectiva =1::> g(x) - y' = g(0) = O 
	> y = g(x) -= y' e Vk 
	C> g(U1) Vk' Vk)-1 
• g es continua. 
Para eliminar la inyectividad necesitamos otras propie 
dades que veremos a continuación. 
2.2.5 LEMA: Sean F y E dos e.l. t. y sea g : F 
lineal, cuyo gráfico es cerrado. Entonces g-1(0) es 
un sub-espacio (abreviadamente s.e.) cerrado de F. 
PRUEBA: 
Sea H =treF / g(x) = 01; y sea rell 
	r> VUCWO,''CF) es (x + U) (\ H # 
• rie H / rie x + U y g(x1) = O 
	r> V ueV(0,tF) y VVEV(0 ,tE) , resulta 
+ u) x 	G 	—C> (x, 0)e = G 
Por lo tanto g(x) 	O, 	E> x e H. Luego H es un s.e. 
E 
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cerrado de F. 
2.2.6 LEMA: Sean F y E dos e.l.t. y g una aplicaci6n 
lineal de F en E, tal que g-1(0) es un s.e. cerrado 
de F. 
Sean: '9: F 	F/g -1(0) la suryecci6n canonica y 
gl 	F/g-1(0) --8- E la aplicación lineal inyectiva 
asociada a g; es decir tal que g = gioy. Entonces: 
a, g es casi-abierta <1-1> gl  es casi abierta 
b, g casi-continua cr> 91  es casi-continua 
PRUEBA: 
a. Supongamos que g es casi-abierta. Sea flev( 0,25c) 
----C>.:3u B4V10,15E) tal que 171 = 11,(0. Ahora: 
gi(u) = gi"P(u) = g(U)  
= g(U) 45)10,tE), pues g es casi-abierta 
	 gi  es casi-abierta. 
Recíprocamente: 
Sea U eV(0,tE) 	t> g(U) = glcipm» 
abierta ==1). T0 (U)CV(Ore0)_ 
gi  casi-abierta 1===t> gi(Np(U))BNIO,TtE) 
es decir g(U)€V0,/5) 
Por lo tanto g es casi-abierta. 
b. Sea VBMO/CE) 
g casi-continua> g-i(V)BY10,1:F) 
abierta :==t> ( 9-1(V) ) "Vío, tc) 
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ycontinua •=1;> 43(.4-1  (V) ) 	y) (9-1  (v) ) 
luego 9(g-1(V)) e VO,tc) 
Pero p(g-1(v)) 	(42-1 o g1-1(v)) = g1-1(v)  
	C> 91-1(V) = 47(g-1(V)) C P\r(j0,eCc) 
por tanto g1  es casi-continua 
2.2.7 	PROPOSICION: Sean F y E dos e.l.t. E T2.  
g : F 	E lineal, Sea Ip. E' ---o- Fig-1 (o) 
la suryección canónica y g1  : F/g-1(0)—o- E tal que 
g = grIP 
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes 
a. El gráfico G de g es cerrado 
b. El gráfico G1  de 	es cerrado 
pEwEBA  
(b) 	1).(a) Como 47 es continua y g1  tiene el gráfico 
cerrado, entonces por 2.1.5 g = glo te tiene el gráfico 
cerrado. 
Sean 
G = 	(s ,g 	) / x s F 
G1  = (31,91  (R) ) / Tc F/g-1  ( O) } 
Sea (3I,y) e U2.=> VueVio, tF) y 
V VeY(0,CE) tenemos que 	= U, y 
(3i + ti) x .(y + 	n 	$ (a<H> (2,g1(2) G1  
tal que .1 e + U y gi(E) e y + V 
.1=> g1(17 + U) n (y Sr) Y 0 
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<1_1> gl ocp(x + mn (y + y) yÉ 0 
como giotp = a , tenemos que 
	 g(x + U) n ey + V) 
+ U 	tal que g(z) e y + 
 	(x + 	x (y + y) n G 
y esto es cierto V U e-V-(0 /CF) V Ve-V1 O ,•CE) ; luego 
(x, y)C 	= G 	C> g(x) = y 
pero g (x) 	gi  o (x) 
= gl(1)  
luego: 
Y ==[.> (1,y) Gl. Es decir Gl  es cerra- 
do. 
Ahora, eliminamos la inyectividad en la proposición 
2.2.4 y obtenemos: 
2.2.8 TEOREMA DEL GRAFICO CERRADO. 	Sea F un e.l.t. 
y E un F-espacio. Sea g F --o- E una aplicación 
lineal con el gráfico G cerrado. 
Si g es casi-continua, entonces g es continua. 
PRUEBA: 
Como el gráfico de g es cerrado, entonces por 2.2.5 
g-1  (0) es cerrado, luego F/ -1 (0) es un e.l.t. T2. 
Sea gl  la aplicación lineal inyectiva asociada a g 
tal que g = ging°. 
Por 2.2.7 el gráfico de :41  es cerrado y por 2.2.6.b 
es casi-continua. 
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Así, se cumplen las hipótesis de la proposición 2.2.4 
para gl; y por tanto gi  es continua, por 2.1.10.a g 
es continua. 
Si en 2.2.2 (T de la Aplicación Abierta) y en 2.2.8 
(T, del gráfico cerrado) los espacios son 1.c.; la 
prueba sigue siendo válida. Tenemos así: 
2.2.9 COROLARIO: Sea E un Frechet y F un e.l.c. T2 . 
Entonces: 
a. Si f es una aplicación lineal, continua y casi-a-- 
abierta de E en F, entonces f es abierta. 
b. Si g es una aplicación lineal, con el gráfico te- 
rrado y casi-continua de F en 	entonces g es con- 
tinua. 
El siguiente lema, lo utilizaremos en varias ocasiones. 
2.2.10 LEMA: Sea E un e.l.c. y F un e.l.t. Tonelado. 
Entonces: 
a. Una aplicación lineal f de E sobre F es casi-abier-
ta. 
b. Una aplicación lineal g de F en E es casi-continua. 
PRUEBA: 
a. Como E es un e.l.c. entonces el filtro de vecindades 
del cero, tiene una base de toneles. Sea f . E---.-F 
lineal y sobre. Sea VeYi(0, reE) un tonel. Como f 
es lineal, 1=(> f(V) es un disco absorbente,==1>f(V) 
es un disco absorbente y cerrado; es decir f(V) es un 
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tonel y como F es tonelado entonces f(V)EIV(0, /Cn) 
	C> f es casi-abierta. 
b. 	Sea g : F 	, E lineal como E tiene una base 
de toneles. Sea VS:\r(O/CE), un tonel g lineal 
-1 g (V) es un disco absorbente, 	c> g-1(v)  
es un disco absorbente y cerrado; es decir g-1(V) es 
un tonel en F. 
F tonelado 	C> g-1(v)CV(0,tF)=C> g es casi-con- 
tinua. 
2.2.11 	PROPOSICION: Sea E un Frechet, y F un e.l.c. 
Tonelado T2' Entonces: 
a. Toda aplicación lineal y continua f de E sobre F 
es abierta. 
b. Toda aplicaci6n lineal g de F en E cón el gráfico 
cerrado es continua. 
PRUEBA: 
a. Por 2.2.10.a f es casi-abierta. Luego por el teore 
ma de la aplicaci6n abierta 2.2.2 f es abierta. 
b. Por 2.2.10.b, g es casi-continua. Luego por el 
teorema del gráfico cerrado 2.2.8 g es continua. 
2.2.12 COROLARIO: 	Sea (s,t) un Frechet y (E,t,i) 
un e.l.c tonelado T2 tal que re 4 t. Entonces t 
PRUEBA: 
Sea i 	 E . entonces iE es linealyconti- 
nua pues 2:4r. Entonces por 2.2.11.a. in es abierta, 
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es decir eC4?:: . Luego  
En el siguiente teorema, eliminamos la continuidad de 
la aplicación f en el teorema de la Aplicación Abierta 
y a cambio pedimos que sea sobre y con el gráfico ce-
rrado. 
2.2.13 TEOREMA DE LA APLICACION ABIERTA (PARA APLI-
CACIONES SOBRE): Sea E un F-espacio y F un e.l.t. T2. 
Sea f una aplicación lineal de E sobre F con el gráfi-
co cerrado. Si f es casi-abierta, entonces f es abier 
ta. 
PRUEBA: 
Como el gráfico de f es cerrado, entonces f -1(0) es 
cerrado en E, luego E' = E/ f -1 (0) es 1111 F-espacio [1] 
(teorema 2.9.2 Página 138); Sea f1  la aplicación 
inyectiva asociada a f (es decir f = fiotp, donde y 
es la suryección canónica de E sobre E/); Por 
2.2.6.a f1  es casi-abierta, y por 2.2.7 	el gráfico 
de f1 es cerrado; además por 2.1.10.c f1  es sobre. 
Luego existe la inversa gi  de fi  
g1 . F 	E 1  
ql  es lineal y por 2.1.3 el gráfico de gi  es cerrado; 
como f1  es casi-abierta ={)›gi  es casi-continua. 
Por 2.2.8 (T. del Grgfico Cerrado) gl  es continua; es 
decir f es abierta. Luego por 2.1.10.b,f es abierta. 1 
Por el hecho de que aplicaciones continuas tienen el 
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gráfico cerrado, el teorema 2.2.13 es más general que 
2.2.2 (Teorema de la aplicación abierta). Es más, 
si en 2.2.2 f es sobre entonces 2.2.2 es consecuencia 
de 2.2.8 (El teorema del gráfico cerrado). En efecto 
pues f -1(0) cerrado en E,---(> E' = E/ f-1(0) es un F-es 
pacio y fl  de E' sobre F es lineal inyectiva casi-abier 
ta y con el gráfico cerrado. Luego Iggl  . 	E' 
lineal, casi-continua y con el gráfico cerrado. Por 
2.2.8 (31  es continua> fi es abierta; por 2.1.10.b 
f es abierta. 
2.2.14 	COROLARIO: 	Sea E un Frechet y F un tonela- 
do T2' Seaf • E-->-Flineal, sobreycon el grá-
fico cerrado. Entonces f es abierta. 
PRUEBA:  
Por 2.2.10.a f es casi-abierta. Luego por 2.2.13 f 
es abierta. 
Para los teoremas de la aplicación abierta y el gráfi-
co cerrado para espacios Baire necesitamos la siguien-
te proposición. 
2.2.15 	PROPOSICION: Sean E y F dos e.l.t. y F Baire. 
Entonces: 
a, Toda aplicación lineal f de E sobre F es casi-abier 
ta. 
ID. 	Toda aplicación lineal g de F en E es casi-continua. 
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PRUEBA:  
a. Sea UE-VtO/CE); existe VE-V(0/CE), V equilibra- 
da tal que V + V sa U. Como Ves absorbente E  n 
y como f es sobre F=f(E)=f ( 	nV) = 	f (nV)= 	nf (V) n n?..1 	n 
=4> F = 	1nf(V). Corno F es Baire existe n >1 tal n  
que nf (V) # Ø --t> 	# Ø c>yc f (V) 
	t> existe una vecindad abierta de y, V en F tal 
que ye V c: f (V) ; luego Y 
O = y - y eV - V gf (V) + f(v) = f (V) + f (V) Y Y 
=41> Os f(v) + f (V) cr f (V + V) a f (U) 
Como (Vy - Vy) Ar(0,r,), 	c>  
=1:). f es casi-abierta. 
b. Sea UE-V(0 /CE). Existe Ve -15/70, 'CE) , V equili-
brada tal que V+ Vc u. Como Ves absorbente. 
E = g-1(E) = g-1( 	I ny) = 	ny y F  
nfl  n1 
g-1  (nV) #13 ng-1  (V) 
ina 	n11 
F BaireL 	>3njtal que ng-1(V) 	0 
es decir g-1  (V) # 0, luego existe xe g-1  (V); o sea que 
existe Vx €-\r(k,tE), Vx abierta tal que: 
- 	 -1 x 	V nIg 1  (V) 2---01> O = x-x e VX-vX Cr g
-1(V)+g-1(V)=g-1(V)+g (V) 
1=4> O e VX-VX c g
-1(V + V) c:g-1(U) 
como vx -VX 41-103:F) 	C> g -1(U)e-TO,/5E),===i> g es 
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casi-continua. 
2.2.16 	COROLARIO: Si E y F son dos e.l.t. f una 
aplicación lineal de E en P tal que f(E) es de 2a. 
categoría (naire),  en F, entonces f es casi-abierta. 
PRUEBA: 
Inmediata, a partir de que para la VaV10,7.5E) equi- 
librada, dada en 2.2.15.a es U nf(V)=>f(E). El res- 
1-1;1 
to de la demostracián es análoga. 
	
2.2.17 	PROPOSICION: Sea E un F-espacio y F un 
e.l.t. Baire y T2 , entonces: 
a. Toda aplicación lineal y continua f de E sobre F 
es abierta. 
b. Toda aplicación lineal g con el gráfico cerrado 
de F en E es continua. 
PRUEBA: 
a. Por 2.2.15.a f es casi-abierta; y por el teorema 
de la Aplicación Abierta 2.2.2, f es abierta. 
b. Por 2.2.15.b g es casi-continua, y por el teorema 
del gráfico cerrado 2.2.8 g es continua. 
2.2.18 	COROLARIO: Sean E y F dos F-espacios, enton 
ces: 
a. Toda aplicación lineal y continua f de E sobre F 
es abierta. 
b. Toda aplicación lineal g con el gráfico cerrado 
de F en E es continua. 
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PRUEBA: 
Todo F-espacio es Baire y es T2. Luego 2.2.18 es un 
caso particular de 2.2.17. 
2.2.19 	COROLARIO: Sea E un F-espacio y F un e.l.t. 
T2. Sea f . E—i-Flinealycontinua, tal que f(E) 
es de 2a. categoría (Baire) en F; entonces f es abier 
ta, y sobre. 
PRUEBA: 
Por 2.2.16 f es casi-abierta, por el teorema de la 
Aplicacián Abierta 2.2.2, f es abierta, Ahora bien, 
sea u4/70,15E) una vecindad abierta de O, entonces 
f(U)e-WO,rF) es una vecindad abierta y por lo tanto 
absorbente; luego; 
F = Unf(u) = L.,f(nU) = f(kinu) 
nSi 	flfl 
F = f(E). Luego f es sobre 
2.2.20 	COROLARIO: Sea E un F-espacio y F un e.l.t. 
T2' Sea f E 	F lineal y continua. Entonces 6 
f(E) es de la.categoría en F 6 f(E) = F 
PRUEBA: 
Supongamos que f(E) no es de la. categoría en F, en-
tonces f(E) es de 2a. categoría en F; por 2.2.19 f 
es abierta y sobre, es decir f(E) = F. 
2.2.21 COROLARIO: Sean E y F dos F-espacios. En- 
tonces toda ap4_caci6n lineal f . E 	r F continua 
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y biyectiva es un homeomorfismo. 
PRUEBA: 
Por 2.2.18.a f es abierta, como f es biyectiva f-1 
existe y es continua. Luego f es un homeomorfismo. 
2.2.22 	COROLARIO: Sean t y t'idos topologías sobre 
E. Tales que IE•25) y (E,t51), sean F-espacios, enton 
ces: 
Si ri4r 6 t:41:lentonces t: 
PRUEBA: 
Supongamos titt. Sea iE : Et 	•Et, , la identidad 
en E, entonces iE es lineal biyectiva y continua; lue 
go por 2,2.18.a iE es un homeomorfismo es decir 
Por último el teorema de la Aplicación Abierta y el 
Gráfico Cerrado para espacios de Banach. 
2.2.23 	TEOREMA (Banach). Sean E y F dos espacios 
de Banach, entonces: 
a. Si f 	E--)-Fes lineal, continuaysobre en-
tonces f es abierta. 
b. Si f : E—o-Fes lineal y con el gráfico cerra-
do entonces f es continua. 
PRUEBA: 
Inmediata a partir de 2.2.18. 
CAPITULO 3 
TEOREMAS DE LA APLICACION ABIERTA Y DEL 
GRAFICO CERRADO PARA ESPACIOS LIMITE INDUCTIVO 
3.1 	LIMITES INDUCTIVOS 
3.1.1 	DEFINICION: 	a. Sea una familia de (E a )ae 
espacios 1.c. y E un espacio vectorial. Para cada 
«CI, sea 
: Ee4 	E una aplicación lineal 
Supongamos que E = Uf (E ). Sea t la topologia c't 
1.c. más fina sobre E, tal que para cada qe I, fe< 
es continua. Llamaremos Limite Inductivo de (Ee¿ ).(e/ 
a E provisto de la topología t (topología final) 
b. Un sistema fundamental de vecindades para el ce-
ro en (E,21), lo determinamos así: 
Si U es un disco absorbente, entonces: 
c. Si I = N, entonces (E ,r)  lo llamaremos el Limite 
inductivo estricto generalizado de (E 	1. 
d. Si en (c), E es la unión de una sucesión crecien-
te de sub-espacios de E y cada fn es la inclusión na-
tural; entonces 25 induce sobre cada En una topologia 
75' 
 
(Topología Inicial), menos fina que re , es decir 
ge/E - n n• n 
si 25' - Z5n 	a (E,r) lo llamaremos límite nduCti- n 
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vo estricto de (E)n)1 
e. Si (E,t) es el Límite inductivo estricto de 
(En)n>1. Un sistema fundamental de vecindades del 
cero en (E,Z) lo determinamos así: 
Si U es un disco absorbente en E, entonces: 
DeVID,T5E)4=4> U/1En e r\r(10,tn),)/n;12  
3.1.2 DEFINICION: a. El Límite inductivo estricto 
(generalizado) de espacios Frechets (En) n.?....1, lo lla- 
maremos un LF-espacio (generalizado). 
b. El Límite inductivo de espacio Banach (E si )0(6 
lo llamaremos unp -espacio. 
En particular: 
1. Todo espacio Bornolágico, T2 y casi-completo es 
un 13-espacio [1] (Pág. 223. Proposición 3.7.5). 
2. Todo Frechet es un fi-espacio. Pues es bort:iló-
gico por ser metrizable [1] (Pág. 222. Proposición 
3.7.3), además es T2 y casi-completo. 
3. Todo LF-espacio (generalizado) es un p -espacio, 
pues es límite inductivo estricto (generalizado)de 
Frechets. 
3.1.3 PROPOSICION: a. El Límite Inductivo estric-
to de espacios Hausdorff, es un espacio Hausdorff. 
b. El Limite inductivo de tonelados es tonelado. 
PRUEBA:  
a. Sea E el límite inductivo estricto de (E ) 
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Supongamos que E no es T2 	›gxe E, x y O tal que 
Vlie-W0, (CE), xell. Como E = nYlIn (En). (In es la 
inclusión natural de En en E), existe mi>1 tal que 
xeEm y pie UnEm = um, Vue.A5,2tE)---1> Em no es T2' 
b. 	Sea E el límite inductivo de (E / 	tal que 
Z(cI, Ec« es toneladO. 
Sea TcrE un tonel en E. Como Vc(eI, f« es lineal y 
continua. 
===9111> Vc<cI 6-4:»T) es un tonel en E 
1=> f-«1  (T) 	t«) ,Vo( e I 
r==> Te-VIO/CE) 	›E es tonelado. 
Como todo LF-espacio es el Límite inductivo estricto 
de Frechets y un Frechet es completo, entonces todo 
LF-espacio es completo [1] (corolario del teorema 
2.12.3. Página 162 a 164). Por lo que acabamos de 
decir y por 3.1.3, podemos enunciar: 
3.1.4 	PROPOSICION: 	Todo LF-espacio es T2 , tonela- 
do y completo. 
Podemos agregar por 3.1.3.b que todo )5-espacio es 
tone lado. 
3.1.5 PROPOSICION: Si (E,t) es un LF-espacio gene-
ralizado y H es un sub-espacio cerrado de E, entonces 
(E c ) es también un LF-espacio generali / 	 zado. 
PRUEBA: 
Sea E el límite inductivo estricto generalizado de la 
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familia de Frechets (En) n;11; tal que 25 es la topo- 
lógía 1.c. más fina sobre E, para la cual, 	 n1 
fn : En --ti- E es continua. Por otro lado, sea tp 
la suryedci6n canónica de E sobre E/11 y Ite la topo-
logía 1.c. más fina sobre E/H que hace a tp continua. 
Tenemos que: 
E 
/H  = "E) = (nLdifn (En"  = nY1 ° fn (En)  
denotemos \gin) 1, pofn ton T 
===> E/H = 	45 /1(En) Y te es la topología 1.c. 
n 1 
más fina sobre E/H tal que Vinhl 	 E : En - o- /H  
es continua ==411> (E/H.15c) es un LF-espacio generali-
zado. 
3.1.6 PROPOSICION: Si (E,r) es un )5-espacio, y H 
un sub-espacio cerrado de E, entonces (E/Hito) es 
también un fi-espacio. 
PRUEBA: 
Análoga a 3.1.5 
3.1.7 PROPOSICION: Sea -(Ellr.) el límite inductivo 
de (E,„( ) 0( ex . Sea F un e.1.e. y f Una aplicación li-
neal de E en F. Entonces: 
f es continua<>=C> Vo(SI, f o fe( es continua 
pRUEBA: 
(===>) si f es continua i=r). f o foc es continua 
Vote' 
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Como "={VeM0,..CF)/V es un disco} 
constituye un sistema fundamental de vecindades del 
cero en F =1::> Va I (f o  
Vot 	I, f 1(f- 1  (V) ) tj(0 /Coi) . 
Como f-1(V) es un disco absorbente en E, por 3.1.1.b 
entonces f-1(V) € 	,r,E) =I> f es continua. 
3.2 	TEOREMAS DEL GRAFICO CERRADO Y LA APLICACION ABIERTA. 
3.2.1 LEMA: 	Sea (E,V) un e.l.c. y H un sub espa 
cio de E tal que H es de 2a. categoría en E. Enton-
ces H es tonelado en la topología inducida sobre H, y 
1-1 = E. 
PRUEBA:  
Sea T un tonel en H=1> H Un'T 	Y 01=1:xu+ 
i=t>3VEV(0,1e) tal que xex + Va. como T es disco 
o = 1/2x:1/2x c1/2x4.1/2\r_1/2x_1/2Nrc=1/2T 4. 1/2T 
=I> lie  372 v _  T , pero 
(1/2 -y- 1/2 v)C-VI0rt) =(> e-Vio/e), =1> 
A 	= elVío,tH ) =4> H es tonelado. 
Por otro lado: H de 2a. categoría =(> FI Y fá 
=I> 	x =0> 9v é-V(0,Z) tal que: xe x + V =Fi 
vcri - x cf.! =I> E =U nv =TE, pues es un 
sub-espacio de E, luego H = E. 
3.2.2. PROPOSICION: Sea F un LF-espacio generaliza-
do y E un elinct;nBaire y T2. Entonces: 
a. Toda aplicación lineal f de E en F con el gráfico 
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cerrado es continua. 
b. Toda aplicación lineal continua y biyectiva g de 
F sobre E es abierta. 
PRUEBA: 
a. Sea F el LSmite inductivo de la familia de Frechets 
(Fn)n>i  tales que F =U f (Fn) 
n  
c==t> E = f71(F) = f-1  ( Ufn(Fn)= 	f-1(fn (Fn)) 
n;>1 	(I)i 
como E es Baire, existe m e IN, para el cual 
H = 	 ' mm (f (F )) es de 2a. categoría en E, pues si no, 
E no es Baire. Por el Lema 3.2.1; H es tonelado como 
sub-espacio y fi = E. 
1 - Como fm (0) es cerrado en F m4  Fm  ' =  m fm 
con la topología cociente es un Frechet, pues el es-
pacio cociente de un Frechet es?un Frechet. Sea' gm 
la aplicación inyectiva de Fl en F asociada a fm' 
PI \INf\\.‘ bit 	f =g m m 
F' 
Gráfica 3.1 
Como H = f-1(fm(Fm)) = f-1(gm(F)) podemos considerar 
la restricción f de f a H. Además como gm es inyec-
tiva e Ilm(gn) ra-±H(H)  podemos defknir la aPkicación 
lineal a-1of de H en F' -m 
fm  




: FI 	F' gm 
Sea G = (x,z)/ z = f (x), xeE ) el gráfico (cerrado) 
de f ; y 
G' = i(x,y) / y = g-1m o fH(x), x eH ) el grá- 
-1 fico de gm o fH. Definimos 
Ø :HxÇ 	i E x F 
(x , y) r"---r-(x,gm (Y) ) 
0 es continua, pues la inclusión iH de FI en E y gm de 
F' en F son continuas. 
entonces 0-1(G) = (x,Y)/ 0 (x,y)C G, x e H ) 
= 	(x,y)/ g(  y) = f (x) , x CH ) 
= 	(x,y)/ gm (y) = fm (x), x e H 
ex,y)/ y = gm-1  o tH(x), x ex} 
G' 
G' es cerrado en H x Fm'. Como H es tonelado con 
la topología del sub-espacio; por 2.2.11.b, g-1m o fm 
es continua. Ahora, por ser H denso en E y Fr'n comple- 
-1 to, existe una extensi6n f de gm o fH, de E en F' 
lineal y continua 
tal que: 
-1 
/H = gm 0 fri> gm 0 /H = fH 
Probaremos que gm o I = f Vx 
Supongamos quegm 	f =1:).3xieE tal que 
(airgm o roQ) G =i>aucr\fro,rE) y , 3VeVCO, tF ) 
(proposicif5n 2.9.5. Página 129) 
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tal que (x1+ U) x Cgm o 17.4(x2) + v)r1 G = 0. 	(1) 
Como gm o Is es continua sobre E :=1> 131.55..Y10,r.E) 
tal que U1511 y gmatly) S:V. 
fi = Ec==>13x2 (114 n (xl 	===i> 
(x21f(x2))=(x2 ,gmo T(x2))e (xl+UI)X(gmo V4(x1  + U1)) 
ci> (x2 , F(x2)) e (x1  + U) x (gmo 7(X1) + gmo ?(U1)) 
	C> (x2 , f(x2)) e (x1  + U) x gmo nx1) + V 
	r> (x1  4. u) x (9.0 7(x1) 	y) n G y 0 
lo cual contradice a (1). Por lo tanto f es continua 
sobre E. 
b. Sea g . F—r- E lineal, continua y biyectiva. 
Entonces existe 9-1. 
g-1  . E 	F lineal y biyectiva 
Como g es continua :=1> g-1  es abierta por 2.1.3 el 
gráfico de g-1  es cerrado; por la parte (a) 9-1 es 
continua, es decir g es abierta. 
Vamos a generalizar la proposición 3.2.2; y en 
(b), eliminaremos la inyectividad. 
3.2.3 TEOREMAS DEL GRAFICO CERRADO / LA APLICAC/ON 
ABIERTA, PARA LIMITES INDUCTIVOS: Sea F un espacio 
LF-generalizado y E el Límite inductivo de espacios 
1.c. Saire y T2. Entonces: 
a. Toda aplicación lineal f de E en F con el gráfico 
cerrado es continua. 




a. Sean F un LF-espacio generalizado, E el límite in 
ductivo de la familia de espacios 1.c. Baire  
Y Va( ,f( la aplicación línea' y continua de Ecx en E. 
U2 , consideremos la aplicación compuesta hc/ = f o f 
de E en F. 
« 
f a  
Gráfica 3.2 
como Ve(eI' fa es continua y f tiene el gráfico ce- 
rrado; 2.1.5 r—C> 	h o( tiene el gráfico cerrado. 
Como Ulei, E«  es Baire y F un LF-espacio generali-
zado, por 3.2.2 %ter h«  es continua, por 3.1.7 f 
es continua. 
b. Como g es continua, g-1(0) es cerrado en F. Por 
3.1.5 F/g-1(0) es un LF-espacio generalizado. Sea g' 
la aplicación lineal inyectiva de F/ -1 	sobre E. g (0) 
2.1.10.a===.1 >g' es continua. Luego g' es una aplica-
ción lineal, continua y biyectiva de un LF-espacio 
generalizado en el Límite inductivo E de espacio I.c. 
Baire y T2 . Por 3.2.2.b g' es abierta, y 2.1.10.b 
1=> g es abierta. 
3.2.4 TEOREMA DE KOTBE: Sean E y F dos espacios LF-ge 
neralizados: 
a. Toda aplicación lineal f de E en F con el gráfico 
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cerrado es continua. 
b. Toda aplicación lineal y continua g de F sobre E 
es abierta. 
PRUEBA: 
Si E es un LE-espacio generalizado ==t> E es el Límite 
inductivo estricto generalizado de espacios Frechets 
(En)11;11 , pero un Frechet es localmente convexo, T2  
y Baire; por lo tanto 3.2.4 es un caso particular de 
3:2.3. 
3.2.5 TEOREMA DE DIEUDONNE Y SCHWARTZ: Sean E y F 
dos LE-espacios. Entonces: 
a. Toda aplicaci6n lineal f de E en F con el gráfico 
cerrado es continua. 
b. Toda aplicación lineal y continua g de F sobre E 
es abierta. 
PRUEBA: 
Como todo LF-espacio, es un caso particular de un LE-
espacio generalizado; 3.2.5 es un caso particular de 
3:2.4. 
3.2.6 TEOREMA DE GROTUENDIECR: Sea F un LF-espacio 
generalizado, Y E un %/S-espacio. Entonces; 
a. Toda aplicación Lineal f de E en F con el gráfico 
cerrado es continua. 
h. Toda aplicación lineal y continua g de F sobre E 
es abierta. 
PRUEBA: 
Si E es un j8 -espacio 1=r> E es el límite inductivo 
de espacios Banach, cada uno de los cuales es loc. 
convexo, T2 y Saire. Por lo tanto 3.2.6 es un caso 
particular de 3.2.3 
CAPITULO 4 
TEOREMA DEL GRAFICO CERRADO EN ESPACIOS TONELADOS Y BORNOLOGICOS 
4.1 	TEOREMAS TIPO MAHOWALD PARA EL TEOREMA DEL GRAFICO 
CERRADO. 
El teorema de Mahowald para el teorema del gtá-
fico cerrado, determina las características mínimas 
de un espacio E para que una función lineal de E en 
un espacio de Banach F con el gráfico cerrado sea 
continua. Mahowald en 1961 demuestra que E es por 
lo menos tonelado. Este teorema y algunas generali-
zaciones del mismo, se verán en esta sección. 
4.1.1 	DEF1NICION: 	Sean E y F dos e.l.c. T2 y 
f 	E--0-Funa aplicaciln lineal. Definimos el 
conjunto Q5IF' por: 
+C P' / x 	<f(x),g> es continua 
Es fácil de comprobar que Q es un sub-espacio vecto-
rial de F'. 
4.1.2 	LEMA: SeanEyFdos e.l.c.T - 2 
una aplicación lineal. Entonces el gráfico G de t es 
cerrado<1.---> Q es a-(F',F) denso en F'. 
PRUEBA: 
Sea ye F, Can tal que g(y) = O para todo g£Q. 
Entonces (0,y)£ e, pues de lo contrario tendríamos que: 
V abierta y con- 
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vexa tal que V n G 	Ø. Como G es un s.e. de EXF, 
por el teorema de Mazur [1] (Teorema 3.1.2. Página 
177) existe un hiperplano cerrado H de ExF, tal que 
G y HI1V = Ø 	 'Eht (Ex 	, tal que 
h(x) = oVxefi y h(x) 0 0 si x/H; pero 
CE x 	24E' x F' y h 	 con Ve E' y g't 
tal que V z = (x,y)C E x F, se tiene: 
<z,h> = <(x,y), efl,g')> 	f' (x) + 	iy) 
[1] (Proposición 3.19.1, página 266). 
Por lo tanto 
<(0,y), (f',g')> =e< o 	(1) 
pero 	V(x,f (x)) e G es 
<(x•f(x)). (f I rqn> =<x,f 1> + <f(x),g'> 	o 
   <f(x),g'› = 	, 
gi 	Q, pues f'C E' --N 	-<x,f l> 
es continua 
pero g'e Q=C><y,g'>= 0 	(2). de (1) se sigue 
que: 
<O, fJ> + <y,g> = 	O t=C> < y ,g '> = 	O 
lo cual contradice a (2). Entonces: 
( 0 .Y) C 	= 	y - f(0) - 0 ---[> Q-1- =  
Pero 411= 0-(FT,F) 	r>  Q Q es 13-(F',F) - denso en F'. 
(c=) Sea (2 0-(F' ,F) - denso en F' y (xO'  yO  )1 G 
*Fp 	f (x0)1-1> Yo 	f (x0) 	o 
===> 3CJC Q tal que <yo-f (xo) ,g> O; pues si no. 
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como Q es 0- (FI ,F)- denso en F' tendríamos que 
Vg F' 
</10-f(x0),R>= OH> 9(Yo-f(no)) =Ory0 
lo que contradice el hecho que (s0 1Y 0) 0' G. 
Ahora bien: 
g e Q r—i>>3  re E' tal que <f 	,g> -cx, 	eE 
+<f(x),g>= O VseE 	(3) 
==> <(x,f (x)) (f i 	)>=0 Vxe E 
y si (x,y) e E .=> C(x,y) , (fi ,g 
Además: 
= Cxo ,f t> + <f (x0 ) ,g>+<Y o+f (x0) ,G> 
por (l) <(x0,Y0),(fIrg)>= O +Cy0-f(x0),g># O 
	> (x0 1Y 0) Ø5. Luego G es cerrado. 
9.1.3 	PROPOSICION: 	Sea E un e.l.o. T2 y ' un to- 
nel en E. Si qT es la gauge de T y Na- (xeE/qT (x)=0). 
Entonces: 
a. N = xr>17.T y N es cerrado 
b. SiM = (E/N T5c) 	Podemos identificar a M' con ,. 
N 	Es decir 3121'%'' 
PRUEBA:  
a. 	xe N .1=E>qT (x) 	0.1,54> qT (x)< X , VX> O 
<Hl> TT VA> O <=4:> xen AT a>o 
como '11 es re-cerrado 	nXT es 	-cerrado x5o 
rt>.  N es cerrado. 
) 0 
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F. b. Sea M = ( /N/tc ), entonces 
M' -{g E/N—›-E continua}. Ahora: : 	 / g es lineal y 
= f c E' 	/ <x, f > =0 	, 	Vx e N} . Luego 
Vf e Ni  =C> ker f 
Por una propiedad bien conocida del algebra lineal DI 
(Teorema 1.2.c. Página 16) 
VfeN , 3 g : E/N --o- E lineal, tal que: 
f qop 	donde kp es la suryección canónica de E 
sobre E/N' Recíprocamente, V gc M' , f =g  0 W es 
una forma lineal de E en K. Además, 	V :ce N es: 
f (x) = 	c• 	(x) = g (N) 
pero N es el cero de E/N' luego 
f(x) 	g(N) = g(0) = 	c=t). fe Ni  
E 	 
  
g E / 7" 
Gráfica 9.1 
Como 19  es lineal sobre, continua y abierta por 
.1 2.1.10.a f continua <-1> g continua. Luego N y M 
se identifican por la biyección 
TI: NI-4-yr 
f 	 = g 
tal que f = g o :p 
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9.1.9 	OBSEFtVACION: 1. Si E es 1.c. y T2, ' un to- 
nel en E, qT la gauge de ' y N = tx E/ q(x) = O); 
denotaremos por ET = (E/N,Z5T), donde riT es la norma 
A cociente de qT. Por lo tanto ET el -completado de ET 
es un espacio de Banach. 
2. E,  Denotaremos M = ( /NI 	• 
La suryecci6n can6nica: 
: E 	1 M es continua 
pero 	 : E 	t ET no es continua en gene- 
ral. 
4".1.5 	LEMA: Sea (E,IC) un e.l.c. T2 y ' un tonel 
en E y 1/4p: E—>-ET la suryecci6n can6nica. Enton-
ces el gráfico de la aplicación lineal: 
tp 	E—s- ET es cerrado. 
PRUEBA: 
Por 9.1.3.a N =n7tT y N es cerrado. i>0 
Para probar que y de E en ET tiene el gráfico cerra-
do, por 9.1.2 basta con probar que: 
Q ={ge (ÉT)'/la aplicación que a x t <tp(x),g> es 
ciintinua } es O- ( (ÉT) ,ÉT) - denso en (ÉT) .. Ahora 
bien: 
Lp : E—)- M es lineal, sobre continua y abierta; 
por 2.1.10.a la aplicaci6n 4(x) =<,(x) ,g> es con-
tinua sobre E 41=1>g es continua sobre M. 
(9 I 




Luego g (fiT)' está en Q<C1=1>g es continua sobre M. 
Para probar que Q es 0-( (tT) ',E& - denso en 
consideraremos el conjunto WOAT°, probaremos que 
VoTT°aQ y que 3,Y0Ares CrIET) ,ET - denso en 
A 	A 
(E,r) I  ; y en consecuencia, también Q sería 
A 
-denso en 
-Probaremos inicialmente que UXT°cM.  A>o 
PRUEBA:  
Sea feUXT01=NA X= 71,0(>0 tal que: A>o 
Vxe 44T 
Por otro lado 
Vxel4=4>x 	T VE >O i=r> 261  e c(T.  
	t>l<tri>l< 1, VE>0 y Vx eN 
	1>l<x/f>15E, Ve>0 y Vx EN 
	1> i<x,01-=.0 , VseN 
t> f e 	; por 4.1.3.b feMs = 
	t> cada f e UAT° es una forma lineal y continua x>e, 
sobre M. 
-Probaremos ahora que 
PRUEBA: 
UTT° (ET) • A>0 
   
(E 1' = (E ) 1 	[1] (Proposican 2.9.5. Página 129) 
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Luego basta probar que 	,,k5.13 XT° C (ET) ' 
Sea g 	 Á> O/ g XT°  
==> I<X19>IS 	• VICC31-- T 
=E> ICX,g>11 	• VxciT 
Ahora bien: 
Como g(N) = O 
1<x,g>I = j9(z)1 
= I g(x) + g(R)i 
= Ig(x + N)I 
=19( W(x)) I = R1 /4p(x) ,9>1 




(T) 4 7c e ET lx T 
= (Tce E4 (x) C  1 } 
cIT (N) = 0 	E> 	(T) = 3-C ET/ gT (x + N)C 1 
= 	cET7 GIT (Y) C 1  } Yexi,r4 
= (37 C ET/ 	(I) C 1 } 
= i/T -1(B [0,13) 
VT 	 ciT 
Entonces también  
consideremos ahora 
-1 g 	(B [O, n 	{3-c ET/ Cc e g 	 por (1) 
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tp(T) c? g (B 	)==> g (3[0,E] ) V(0 	) T 
gc ETi  
Luego U TT° »o 
-Probaremos ahora que U XT° es 0-(E''  E T  )-denso x>o 	 T 
en 
RUE'RA:  
Los 7Ç(T) , 'T>c> constituyen un sistema fundamental 
de vecindades del cero en E • luego los 
o- (
A 
 ,E1 ) forman base en el completado ET' xtp 	(FI T T 
Vamos a denotar por • los polares respecto a la 
dualidad ( 	T' E E' < >) 
Luego 
pero 
	rfisT,ETI  -Ntp(T) 
1 /4 )(T) °° s T°• 
en efecto 
4:),(T).  -{gEETV 1<tp(x), g>1‘1 • y W(x)C 4 9(T)} 
g T°•:1=C>i<x,g>i,C1 , VxET 
p(x) e p(r) .1=t> ge te (T) • 
en• 	T° =(>17(T) • • s T°• 
=C>XT" constituyen Un sistema fundamental de ve- 
cindades del cero en FT =C> 105 conjuntos 	TT°•• , 
X>0 constituyen un sistema fundamental de sub-con-
juntos equicontinuos de E' 
T°•• = E' x>o 
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pero 
Or(EI  E ) 	Cr(E1 ,E ) o_cr(E. ,E ) T„,= 	T' T =c).k.ixT, T T 	T T 
luego 
	
1,17,20.=12 ===t, kixT0 	T T gí-15 T' T 
1100-701(E',E ) c=2 	T T 	= E 	(fi)' IE
,á  
T T" 
Por 4.1.2 	p. E---n-ET tiene el gráfico cerrado. 
4.1.6 	TEOREMA DE MAHOWALD: 	Sea (1.1,1:) un e.l.c. 
T2' Si para cada espacio de Banach F y para cada f 
de E en F lineal, cuyo gráfico es cerrado es necesa-
riamente continuar Entonces E es tonelado. 
PRUEBA:  
Sea T un tonel en E, por 4.1.5 
1p. E-0-1 tiene el gráfico cerrado, pero E es 
un espacio de Banach luego por hipótesis vp es con- 
tinua. Como tp(T)e 4V10.9T)cr419 1(tp(T))e. V10,Z) 
pero up-1(kpelq)c: T. En efecto: 
tp 1( tp (T)1 4x e E/ p(x) e (T)) 
sea x 	1( 119(T) )H10» tpc x )1; (T) 
===t> kip(x) = Lim:y con cy ) n ~ce n 	n nj 
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<xiqp> = <iP(x) icip> 
= 
1T (Lim Vn) 
Lim "ciT cyn) 1 
1=1> ,qT).‘1 41_4> x s T 
luego TeV(0,V) =I> (E,t) es tonelado. 
Las proposiciones 4.1.7 y 4.1.8 las utilizaremos en 
varias ocasiones más adelante. 
4.1.7 PROPOS I CION: 	Sean (E (CE) y (F,rF) dos e .1.c. 
y T2 . Sea (x,*  )010D una red de Cauchy en E y (yo, )4cD1 
una red de Cauchy en F. Entonces 
a. xot a'let 41=1>l<xot 'Y>I0(Íre ° V" F  
b. y,/ cr(FIE) O <1=1:1<x,y,„ >I oTe-1.7 o Vx e E 
PRUEBA: 
a. xig °F.w2 oc=r>Vc>o,Vyc F,9fr CD tal que 
V c( » ===t> x.4 e ely}*  e-V(oy 0-(E,F)) 
./(1.1>l<x ,y>1‘.. , NI a >. o , klySF VaP 
<=NVY€F 1<x« ,y>1.7it o 
b. Demostración análoga a la de (a). 
4.1.8 PROPOSICION: Sean (E,I5E) Y (F,T:F) dos espa- 
cios 1.c. y T. Sea f . E 	r F lineal. Entonces 
los siguientes enunciados son equivalente: 
a. El gráfico de es cerrado. 
b. Existe una topología 25 1.0. y T2 sobre F, tal 
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que: 
r4T5E y f es teE-15 continua. 
PRUEBA: 
(b) 	C>(a) sea /: 1.c. y T2 sobre F tal que "C,Cep  
y f /5E- Z: continua. Entonces el gráfico de f es 
tEx 
	cerrado en ExF, pero tEx e ..1rCEx rF ,---> 
El gráfico de f es tEXtiF Cerrado en ExF. Es decir 




(a) =[)-(b) Supongamos que f E 	F no es con- 
tinua respecto a ninguna topología T2 , menos fina 
que reF. 
Consideremos t la topología sobre F generada por 
el sistema de vecindades para cero. 
)5 	+ f (V)/ UeV(0,`CF) y Ve-T(0,tE) 
entonces 1::".1reF. En efecto pues si 
we'V(0,t)r-C> W - U + f(V) con U e"\11 o t5F) Y 
V ErVIO 15E) ; pero U + f (V) ID U 	 W VICO, tF) 
Además f es tE- 	continua, pues 
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-1 f -1(W) = f 	(u + f(v)) 
-1 	-1 = f 	(U) + f(f(V) ) 
r=4> f-1(W) 	f-1  (u) + V= 
ir=[> f-1(W) VIO, tz) 
Es decir f esE-t continua. Así, por nuestra 
suposición rc. no es T2 c=10> ye F, y # O tal que 
VUAr(.0,Z.F. ), U equilibrada 
YVVW(.0 t'E) ,yeU+ f (v) 	t> verVlo , t ,3xv v 
tal que: 
y eU + f (xv) t---1> f (xv) e y + U 
Como V es arbitrario, existe (x ) ve V 
re,E 	 'Cr X 	O, y f(x) 	 y S O 
Es decir: 
 
pero (0,y)* Gf  
t=1). 3f # Gf lo cual niega (a). 
Vamos a generalizar el teorema de Mahowald a dos cla 
ses de e.l.c. que generalizan los espacios toneladas: 
los espacios 0- - tonelados y s-tonelados los cuales 
vamos a definir a continuación: 
4.1.9 DEFINICION: Sea (E , 15) un e .1. c T 	Sea 
T=E. T es un er•-tonel (sigma tonel) si y sólo si 
lyrdn>i 	(yn) n51  GIE ,E) - acotado tal que 
T - 1;1 lynI°. 
Todo c-'-tonel es un tonel. 
tal que 
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4:1.10 DEFINICION: 	Sea (E,r) un e.l.c. T2. E 
es ir -tonelado si y s6lo si 
Vcy) 1 Et, 	,E) -acotado i=l> (yn) nn  es 
equicontinua. Esto equivale a decir que si T es un 
a'-tonel, entonces TEM.0,fe). 
9.1.11 DEFINICION: Sea (E,PC) un e.l.c. T2. Sea 
T cE, T es un s-tonel si y sólo si 3 (yn)nicv; 
cyn) n>i  converge a O en E' con la topología débil 
or-(EI,E), tal que T = nQ {yn y. Todo s-tonel es un 
tonel. 
4.1.12 DEFINICION: 	Sea (E,r) un e'.1.c. T2 E es 
EIILnl s-tonelado si y sólo si V (Yn) n?.. ..1 cE 	Yn 	  o  
===> 'nnj es equicontinua. Esto equivale a de-
cir que si T es un s-tonel, entonces T eir(O,r) 
En 1.1.2 vimos como ejemplos de e.l.t. a: 
( r ,II 	 = (xn)nt sup xn < co  
ti  O 	= (Xn)ni 1E 
n=1 •Xn < 00 1 
(co , H te ) = ( (xn)ni xn —r- CP } 
También cada uno de ellos es 1.c. y T2 por ser nor- 
mados. 
Además tc°  es el dual topolagico de ti'. [9] (Ejerci-
cio 32. Página 38. 
Es decir 	=kc° Y (e. t,c >) constituye un 





Y 	 ixn(<0) ,  Y VIrerY=(Yn)n).1  
co 
sup iyn <co tenemos que: 	>1  snyn < co n=1 
Sea K el sub-espacio de el, definido por: 
K ={(yn) n?,p no : Vn).no =I> yn = o } 
luego: 
r ,K) s< Cr( r , ti ) 4 ra Hg. ; y como Coc 
= 	( te° ,K.) 
CO 
Para todo n).1, sea en la sucesión definida por: 
donde 
	en = 
f O si p y n 
k 1 si p n 
luego ene K c 
4.1.13 PROPOSICION: Sea Un la aplicación definida 
en r por: 
. r EK 
tal que Vyer, y = 	) 
•In (y) = 




n así definida es lineal y CY( r 	continua. 
En efecto: 
a. 	Sean 	o(,freK y x,ye r 
én (c(x+py) 	"én ( ( C)(p)p)i 	 (pyp)pn) 
sp 
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= 	 (C(Xp +PYp)pai) 
P Yn 
tY) 
luego Un es lineal. 
b. 	Sea V e>o B[o,ej +-el( / 
Entonces: 
1  (B[0,6]) = xerhUn (x)i..c e, en e I< } 
y por definición de las vecindades de la topología 
o-( r ,K) sobre r, gri--1 (B[0, 	) e 	, cr ( r ,x) ) 
es decir Ies o-(,K) -lev continua. 
4.1.14 LEMA: Sea (E, re) un e .1. c. y Tc E, entonces 
las siguientes afirmaciones son equivalentes: 
1. 	T es un o' -tone L 
f :E 	, lineal 3-C.- O- ( 	,K) Continua y 
1 - tal que T = f 03[0,1]) 
PRUEBA:  
(i) z=(> (ji) sea T un er -tonel. Entonces existe 
( Yn)n>i (y) >j o- (E' ,E) -acotada tal que 	- rin 
T = n (ynv . Como T es un tonel 1=4> 
nM 
VxeS, .X>0 : xeXT =xn lynr. 
n?..1 
1=1> x nNlYn 
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  	 x n 	yrjo 	yn (x)i <1  
=1). Sunplyn (x)1‘1=4>(yn (X)) n>i er, vx e E 
Definirnos ahora f : E --/-r 
Vxe E, t(x) =  rrm.  
a. f es lineal 
Sea x1'x2 c E 
f(coci+15 x2 ) 
Y cl,PeK 
(Yn (41131  +P x2))nfl 
(c< Yn (xl) 	P Yn ( x2)) n“ 
= ( ourn ( x1))n>i + ( ftYn ( x2nri?,i 
=-0( f(x3.) 	finx2)  
b. f es 'e -crdK) continua 
Sea ()cc< )460 una red en (E,1e) tal que Lim x 	O 
CYn (x ) ) n>j, VcIED  
Sea p e K, entonces existe mea'1 tal que: 
P 	(131' 	• " •Prn4 4,  • • • ,C) ) 
	
<P, f(* )> = <(pn) n 	(Ynbr o< ) ) n?...1> 
= >7 Y (3< o( ) pn  
n=1 n  
como Vn yne E' 	t> v ( .3111 	n D(c. D ° 
	I> I <P f (xo< )>I »o Vp k 
por 4.1.7.b 
crt r, 
fix ) c't 	rKe D o 
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Por último: 
c. 	T 	f -1  (Bu 	[a,1]) 
T = (-1 (5714)°  n)1 
=Ixe E/ xe kYnl°, Vnal 
c-{x s E/ja,yn>1,51, Vn al} 
=tse E/ sup Icx,y n 	n 
= [se E/ Slip ty (x)1‘.  1 ) n n 
-{x 	E/ 	f ex) Ile.‘11 
-1 = f (B[0,13) 
(ii)rt> (i) Sea f : E 	
• /en lineal tal que f es 
- re - Cr( r ,K ) continua y f 1  (B [0 	) = T. Vamos a pro- 
bar que T es un o'-tonel. 
PRUEBA:  
Vn al sea En 	 K 
tal que: 
V Y 	r Y = (/p) p?)1 In (y) = S n 
por 4.1.13 	es lineal y a-  ( e ,K) -te continua. 
V n 	sea yn In o f de E en E<entonces V n a 1, yn  
es lineal y t_ritc continua. Es decir (y ) n nal 
V x E E, y (X) = 	(f (x)) 
= Z-n ( (512 ) p?...1) 
75 
luego sup lyn 	=nluy Sn I = 71/4 <C0 ; pues 
C 1{x}° r_t lYn) n 1 es 
tado pues los X tx3° forman base. 
Por último: 
-1 T 
= x E/ lif 	C1, donde f(x) 
= {xe E/ nsg 
x 	E / snly I Zn (Çp) p  
= {x e E /suo I Zn o f (x) I 	1 } 
= {x e E / sup I yn (x)IC1 
= 	EAcx,yn>10, \911- 1 
= 
isnlxi e r 
a" (E ,E)-aco- 
(sp)p„i} 
luego T es un ir -tonel. Tenemos entonces: 
4.1.15 	TEOREMA TIPO MAHOWALD PARA Cr -TONELADOS: 
Sea (E r tE) un e. 1 . c. T2 tal que cada f de E en tc°  
lineal y con gráfico cerrado es necesariamente conti-
nua, entonces E es c-'-tonelada. 
PRUEBA: 
Sea T un 	-tonel, por 4.1.14 existe f lineal de 
E en ea' tal que f es CE- Ir( 	,E) continua y 
T 	f-1  (B[0,1]) . Como cr Cr ,K) 4  tu Eco por 9.1.8 el 
gráfico de f es cerrado en E x r con la topología 
tE x 	, entonces por hipotesis f es 
continua ri> T f-1  (B [0,1] ) EV(0, tE) 
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=4> CE, 	es cr- tonelado. 
El siguiente lema es para el teorema tipo Mahowald 
para los s-tonelados. 
9.1.16 	LEMA: Sea CE,t) un e.l.c. y T2 sea T 	E. 
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes 
j. 	T es un s-tonel 
ji. 	9 f: E 	Co lineal T.-cr(C011T) continua y 
tal que T =  
PRUEBA:  
(1i) Sea T un s-tonel=r> 	 E' jn> 1 
cr(E E) 
in 
y T = n tyn} ° por 9.1.7.b kx,yri>i 	> o VX e E 
n>1 
es decir (yn (ic)) n> e Co Vx e E. 
Definimos entonces f : E 	Co tal que 
Vx 	E, f(x) 	(yn tx)) n.),16 C o 
a. f así definida es lineal, tal corno vimos en 4.1.19.a 
b. f es t-cr(C0 ,10 continua. 
En efecto: 
Sea (x ot )01c D CE tal que :rae 	O, 
f(x) = (yn bc«)) n ,,2 VnIeD 
Sea p 1C, 	me N tal que p 	(pi,p2  
y 
<E) f (x0( )>= < (Pn) n> 	tYn(x« )) 	1 
= 	Yn ( xr2 pn  
n=1 
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Corno Vn, yne E 	1> Lin y bcgt 113 = O n 	n 
—I> 1 <P f ct 1>1 	grVpex Por 4.1. 7. a 
f (x« ) 	O 	C> f es r.-0-(00 ,1() continua 
c. T  
Demostración análoga a 4.1.14.c 
(ii)=C> (i): Sea 	E --P- Co lineal y 	cm(c0 ,10 
1 - continua, y f (B[0,1)) = T. Vamos a probar que T 
es un s-tonel. 
PRUEBA: 
V n?..1, sea En : 
la restricción de In de En'  a Co tal que: 
Vy 	Co , y =) 
	
ln (Y) = 
por 9.1.13 In es lineal, y como In es r( r 
continua entonces In es cr (CO3K)--CIK continua, consi-
derando la restricción de In al sub-espacio Co. 
V n 	1, sea yn = n O f de E en IR, entonces V n?...1 
yn es lineal y 	continua. Es decir (ya) 	E' 
Y 	Vx E : 	 yn (x) = 	( (x) ) 
= 	"Sp) p 1 
= 
y como (5n) Co 	1> In —e- O si n 	Co 
Es decir 
Vx 6E, 1<x ,yn>1—.1- O si n 	co 
78 
er(E',E) 
por 4.1.7.h (Yo) 	r O 
Por último como 
T = f-1 (B [0,1] ) entonces? 
T = n tyn } o 
(la prueba es la misma que hicimos al final de 4.1.14.c) 
4.1.17 TEOREMA TIPO MAROWAID PARA S-TONELADOS: Sea 
CE,ZE) un e.l.c. T2 tal que cada f de E en 0  C 	lineal ' 
y con gráfico cerrado es necesariamente continua, en-
tonces (EXE ) es s-tonelado. 
PRUEBA: 
Sea T CE un s-tonel. Por 4.1.16 existe f lineal 
de E en Co tal que f es tE-0r(c 0 ,10 continua y 
T = f-1(B[0,1]) como cr(co ,K) 4 1::".(c0), por 4.1.8 
el gráfico de f es cerrado en ExCo con la topología 
tE X 	 jC0) 	t> f es tE t1lw(C0 ) continua 
===glop T = f-1(B[0,1])e -T0,InE)___> 	es s-tone- 
lado. 
4.2 	ALGUNAS EQUIVALENCIAS DEL TEOREMA DEL GRAFICO CERRADO 
EN ESPACIOS TONELADOS. 
En esta sección intentamos caracterizar los es-
pacios F,l.c. y T2 tales que toda aplicación lineal f 
de un espacio Tonelado E en F, con el gráfico .cerrado 
eseentielia.sea(FX,F)me.l.e.-sabemos que F, T2, 
tiene una base de toneles para el Filtro de vecinda- 
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des del cero [1] (Proposici6n 2.4.4, página 87), a-
demás la topología 1.c. más fina sobre F, es tonela-
da pues cada tonel es un disco absorbente. 
Entonces el conjunto 
Ti= freiti7t7 y (F,1:.) es Tonelado I 
es no vacío y acotado inferiormente. Al extremo in-
ferior de 71 lo denotaremos por 1/4,F, que es una to-
pología sobre F, más fina que 'CF. 
4.2.1 PROPOSICIOM: Sea (FXF) un e.l.c. T2 enton-
ces (FZI) es tonelado. 
PRUEBA: 
La topología 	es constructible a partir de 
En efecto: 
Sea 131  .-(11 c=FiT es un tF-tonell 
E1 es base del filtro de vecindades del cero para una 
%F topología 1.c.t1  sobre F Y 151tlF' 




B-2 4T cF/T es un 951-tonel). 
Si tl=tF0 
tone lado y 
igual que antes, E2 es base del filtro de vecindades 
del cero, para una topología 1.c..152 sobre F, tal 
que 	t2)tt1Y si 152 =15l' • entonces (P,sti) es tone- 
lado y tFt=t2  
U P si o( no tiene antecesor. ct>p 
por 'inducción transfinita y como n tiene cota supe- 
e( 
{
-(TcF/T es un tot _1  tonel} si ot tiene antecesor 
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si r2 'el  continuamos, con este proceso inductivo; 
para cada ken, podemos construir la topología 1.c.tk  
sobre F' que tiene como base del filtro de vecindades 
del cero al conjunto: 
Bk ={TaFiT es un t 	tonel}. 
Si existe ne N tai que tn  =tn-1 
:=[> (Ft) es tonelado y reF  
Si ocurre que (Frtn) no es tonel:ad° para ningún ne IN, 
definimos para cada ordinal o( transfinito el conjunr 
to 
rior, existe un menor ordinal tal que t0k+1= te( • 
1=1> (E, 'cc() es tonelado y 	tFt 
	
4.2.2 	DEFINICION: Sea (F,r,) un e.l.c. T2. A la 
topología tonelada tl, la menos fina entre las to-
pologlas toneladas más finas que tF, la llamaremos 
la topología tonelada asociada a ry,. 
4.2.3 	PROPOSICION: Sean (E,re) y (F,7 ) dos e.l.c. 
y sea f. E —0- F lineal y continua entonces, V o( 
ordinal: 
f : E e 	es continua 
ERUEBA: (Por Inducción) 
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Si 0( =  1  Al  --(T =E PE es 	-tonel} 
El  /S es 	7-tonel} 
A1  es base de -V(.0, ti) y B1  es base de  
V U E0, 71) ---(> 3s cr, 13" -tonel tal que S cU 
c=1> f-1(S) cf 1  (U) y - 	 es un rc -tonel 
f 	(S) e rV310, 
C1  (E) e-T(0 r1)    f es t1-71  continua 
- 7n-1 continua y sea: 
es tn_i-tonel) 
es 	n i-tonel) 
Bn es base de V10,-,1n ) 
V U G-T(0,175n) --t> 35 CF, ra'n _1-tonel tal que S cU 
c=1> f-1(S) cfl(U) y f-1(S) es un tn_I-tone 
=I> f-1(S) e rVIOltn)=1)? f -1(U) e jW1 o rn) 	r> 
f es tn-Din continua. 
Supongamos que f es tp- 4  continua para todo ordi- 
nal ft < 	. 	Ahora bien, 	si e( 	tiene antecesor 
Sea 	A e( r-{T 	T es toc _i-tonel} 




es 	rC.Ck-Zit continua. 
n 
c( 	no tiene antecesor 
La prueba es análoga que pa- 
Sea A« =- {k. jAglAp es base del cero pac r 
Y 	B 	-1k.....)Bfr /13, es base del cero /3t4 
A cl es base de -V-j(0,;) y Bol  es 
Supongamos que f es rn_i  
An a{T cE T 
Bn -r-tS cF / 
An es base de ra‘r10,rn) y 
Ttp} 
255 
base de  
de 
de 
eiVto, Tot E=D> 3 S =5', tal que S es 
ra algún /3« tal que ScU 
 	f-1(S) a f (U) y f 1  (S) es un 'Cfr.-tonel - 
e=r> fi' (S) E -\413, tro,0=1),  f -1(U) e "Vieo, tto 
   f es 	9:(continua V o( ordinal, 
4.2,4 	COROLARIO: Sean (E, l.C1 y (F, ) dos e , I , c . 
Sea f ; Et—P-F3. lineal y continua,Entonces: 
f :Ett --p-Fa't es lineal y continua 
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% -tonel pa 
PRUEBA:  
Sea O( tal que 
gamos O( < 
r_t> rp= rc<= tt, 
y continua 
Y /3 tal que 
Por 4,2.3,f : Ep—P- Fp , es lineal 
Supon 
1=1>f : Ett
—P-Ext _es lineal y continua. 
Una consecuencia inmediata de 4.2,4 es 
4.2.5 COROLARIO: Sea (E, tr) tonelado y (F,tr) 
un e.l.c. Sea f : E —P--F lineal y continua. reE tF 
Entonces: 
f : E --h -F t es lineal continua, tE 	tF 
4,2.6 	TEOREMA DE KOMURA: Sea F un e.l.c. T2' Las 
siguientes proposiciones son equivalente. 
a. Para todo espacio E tonelado y T2 y toda aplica-
ci6n lineal f . E--P-F cuyo gráfico es cerrado es 
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continua. 
b. Si t es una topologia 1.c. T2 sobre F tal que 
t....41CF entonces tt tFt  
PRUEBA: 
(a) 	f>(b). Sea 25 una topología 1.c. y T2 sobre F 
tal que . t .05F entonces tt gl re. 	(1) 
Además: 
1F : Frt----9-Ft es continua. 
Por 4.1.8, 1F : Ft t 	tiene el gráfico cerrado. 'CR 
Por (a) 1? es tt -.CF continua 	 Z.t l,.."CF luego 
t.I.jc,t 	(2)  
Sea (E,15E) tonelada y T2' Sea f tal que 
f : EtFt es lineal y con el gráfico cerrado. 
Por 4.1.8 3 t 1.c. y T2 sobre F y -e:11:F tal gue: 
f • EN.. 	Frc es lineal y continua. •
E 
por 4.2.5; f : E —»-F.e..E es continua. 
E f: E ,cE 
	
F ret es continua; y como 
	 f es tE -tF continua. 
Sea F un e. vectorial sobre K, entonces F* el dual al-
gebrgico de F es o- (F*,F)-completo [1] (Ejemplo3.2.3, 
página 188) 
4.2.7 PEFINICION: a. Un sub-espacio L de F* es 
de (1) y (2) ret = re. t 
(b)  	(a) 
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casi completo si como suh-conjunto lo es. (Definición 
1.1.7) 
b. Sea L un sub-espacio de F* definimos el casi-com-
pletado de L, denotado por 'V, como la intersección 
de todos los sub-espacios casi-completos de F* que 
contienen a L. 
n 1. 
donde Vot SI, F0( es un sub espacio cr(F*,F) casi-com-
pleto de F* tal que Fut =L. Es evidente que T es un 
sub-espacio casi-completo de F*. 
4.2.8 	LEMA: a. Sea F un e.l.c. T2 y L un sub-es- 
pacio de F', entonces T n F' está incluido en la 
c•-(F' ,F)-cerradura de L. 
b. F es un espacio tonelado T2.1=8> rF es la topolo-
gia de Mackey D'(F,F1 ) y F' es 0-(F*,F) casi-comple-
to. 
c. 57 = F'1=8>p(F,F') = Z(F,F1 ) 
U. te: = .3r F 	= 15 (F171) 
PRUEBA:  
a: Como L es un sub-espacio de F =1::> L es sub-es-
ow,F) pacio de F* y I: 	es un sub-esp ,acio cerrado 




=> n Ft = L 	n = L 
to 	 es casi-completo 	 L L 
_o-(F' 
b. Sea F tonelado y T2 =NF es infra-tonelado y 
= 
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T2 1=1>tl, es la topología de Mackey 	) [1] 
(Proposición 3.6.8, página 218). Además como? es 
tonelado entonces F' es Cr(F',F)-casi-completo 
(Página 218). Sea AcF', A cr-(F*,F) cerrado y acota-
do =I> A = Ar1r es Cirl_F' a') cerrado y acotado 
i=t> A es r(r ,F) completo =>A  es Cr (F*,F) comple 
to. Luego F' es 0-(F*,F) casi-completo. 
Recíprocamente: 
Sea (FftF) un e.l.c. T2 tal que: tF = 13(F,r) 
y Fes casi-completo, sea T un "CF-tonel 
T° es un disco r(F',F)-cerrado; además es 
r (F',F)-acotado, pues T es absorbente. 
T 	cr (F',F)-acotado, i=1> T0 es cr (F*,F)-acotado 
ajF*,FI es compacto [1)(Ejemplo 3.2.3 conse-
cuencia. Página 189). Pero si F' es Cr(F*,F)-casi- 
t(F*,F) F' entonces completo=t> T* 
(cr(t*,F) 	cr(F*,F) " 	r ,F) n r T° 	= T°  
Luego T° es un disco 0-(F*,F)-compacto=NT es un 
co 
disco, 0- (FI,F) compacto =I> T = T es una vecin-
dad del cero en _ iY(F,F') =tF :=1> (F, reF) es tonela-
do. 
c. Si 	= F'1=C> W(F,F') es tonelado 
Sea V Afto ,p(F,FT ) ) - I> existe A Cr'(F',F)-acota-
do tal que A°  ag. A cr (F' ,F)-accrtado=> A es 
(F*,F)-acotado 
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===> A es O' (F* ,F) relativamente compacto 
_crIF*,F) 
' Pero F' casi-completo —N- u.(11*'F) 	creF ,F) = A" 
=Al> A°° es un disco 01- (2",T) -compacto 
=> A0 C --V1 O , ej" F ,F ))==(›VEV(0,D(F,F.1 )) 
	c> )3(F,F 1 )4TS(F,F')=1>Z/(F,F1) =p(F,F1 ) 
Recíprocamente: 
Sea T un ZI(E,P)-tonel==i> T es un o- (F,F1 )-to 
nel pues los convexos cerrados son los mismos para 
las topologías compatibles [11] (Proposicibn IX-21. 
Página 190) 
====4)>T°°  es absorbente <1 	e> T° es Cr (FI  ,F) -acotado 
r=1>T e 	 o , 21(F,F t ) ) ===ipip:1(F,F I ) es tonelado 
por 4.2.8.b 	= F' 
d. Como F'cr8711 cF*, X, (E,F* ,< )) es un sistema dual 
por 1.3.19 77.-F 4 2- (F ,F ' ) 4  J(F,F' )  	:11(FiF) 
Además: 
1-C F.4 Ft  
C>r Ft - rj(E,(Fit )l) )p  
y por (c) 	= ZI(F,F') =)5(F,F1 ) 
4.2.9 	TEOREMA ADASCE-VALDIVIA: 	Las afirmaciones 
siguientes son equivalente: 
a. ADASCH: Para todo sub-espacio vectorial L de F' 
es compacto. 
e> F' - (F , 25F ) Cr (F , 	' 	1> 	(F, 
	 tFt  
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que es Cr(F',F')-denso en F' =1;>li F' 
b. VALDIVIA: Para todo sub-espacio vectorial casi 
completo L de F* tal que L n F es CY(FI ,F)-denso en 
F',==1>Lor. 
PRUEBA: 
(a)=> (b): Sea L. un s.e. de F* casi-completo tal que 
L n FI  es cr(F',F)-denso en F'. 
LOLA F'cor>LoL C1 F'. 
Como L A F s 	= F' por (a) 1.7NFIlo F'1=1:>L F'. 
(b)=D> (a): Sea L un sub-espacio de FI; tal que L. 
es cr(FI,F) denso en F'. Ahora bien rin. : es un s.e., 
casi-completo 
PF' ,F) 
,F) 	— F',F) 
Pero T. n 	r 	= 11=nr 	=F 
Por (b) = 
_JY(F',F) 
Observemos en (a) que T:o F =Ven FI  = F' = L 
Vamos a mostrar ahora que las proposiciones de 4.2.6. y 
4.2.9 son equivalentes; para esto necesitamos el si-
guiente lema. 
4.2.10 LEMA: Les cr(r,F)-denso en Ficl=t> (F,L,< >) 
es separante en F 4=1> CY(F,L) es T2' 
PRUEBA:  
L es cy(r,F)-denso en F.4=C>L11= F'.1=1> L1=10) 
[1] (Proposici6n 3.3.3 Página 193). 1.1= 01=1;>(F,L,< 
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es separante en F<I=C>cr(F,L) es 12 , [11] (Proposición 
IX-19-3. Página 188) 
4.2.11 	PPOPOSICION: 	Sea (F,Z,F) un e.l.c. T2 . Las 
siguientes proposiciones son equivalentes. 
a. Si 1.(: es una topologia 1.c. T2 sobre F 
'C tF 	N rt = rF 
b. ADASCH: Para todo sub-espacio vectorial L de F', 
Cr(F',F)-denso en Fir-i> r17= F'. 
PRUEBA: 
(a)==4> (b): 	Sea L un s.e. Or(F',F)-denso de F'. 
4.2.10 	D> T5=cr(F,L) es una topología 1.c. T2 sobre 
F ; y Cr(F,L) 4  crW,F'), pues Lwar. Por (a) 
Tí - Z5 t 
= 7(F, T) = T(F, 57) =- z5; 
==i> (F, /tt 	(F,r,t) ,--> = 7.1=N  =F' 
(b) 	C> (a): Sea t una topología 1.c. T2 , sobre F, 
menos fina que 25F. Sea L = (F,C) 	 L es un subr 
espacio vectorial de F'. Por otro lado -(5F Hausdorff 
1=1> (F,F1 ,< >) es un sistema dual [11] (Ejemplo 
TX-2. Página 179)(--i> (F,L,<>) es un sistema dual, 
y por lo tanto separante en F. Por 4.2.10 L es 
01- (F',F)-denso en F por (b) TroFP=410h5:::›F'; 
pero L c:F1 =4> 
Luego 7: - FI . Por 4.2.8.d. T:t=3-(F,T) Cr(F,1")=15; 
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De 4.2.11 se sigue: 
4.2.12 TEOREMA DE ADASCH-KOMURA-VALDIVIA: Sea 
(F,r.F) un e.l.c. T2 . Entonces las proposiciones- si-
guientes son equivalentes: 
a. Para todo espacio E tonelado y T2' y toda aplica- 
ción lineal f. 	f . E 
cuyo gráfico es cerrado, es continua. 
b. Si 1: es una topología 1.C. rr sobre F: - 2 
te-cF.f> tt _ 
F 
c. Para todo sub-espacio L de F' or(F',F)-denso en 
F'. 
d. Para todo sub-espacio L casi-completo de F* tal 
que L ("N F' es er(F',F)-denso en F'=> 	F'. 
Basándonos en 4.2.12 probaremos el teorema del gráfi-
co cerrado para espacios Infra-Ptak. 
4.2.13 TFMA. 	Sea (F,1t) un e.l.c. T2 , Sea V(F',F) 
la topología más fina sobre F' que induce sobre toda 
parte equicontinua de F', la misma topología que in-
duce o-(F',F). Sea I sub-conjunto de F'. Entonces 
Les VCF',F) cerrado<1==-10111para todo discO ar.(F',F) 
cerrado y equi-continuo B cF'=(> L fl B es 0-(F I ,F)-
-cerrado] 
PRUEBA: 
Si Les V(F'F) cerrado =>L(lBes cerrado enBpa-
ra la topología V(FI ,F)/B. Como V(FI,F) y o-(FI,F) 
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inducen sobre B la misma topología 	t> Lna es 
cr(F',F)/33 cerrado; pero B cr (2' ,F) -cerrado -->L(\s 
es 	0'(F,  F)-cerrado. 
Recíprocamente: 
Supongamos que para todo disco B, r(F',F)-cerrado y 
equicontinuo se tiene que L fl 13 es o- (FI  ,F) cerrado. 
Sea N un sub-conjunto arbitrario equicontinuo de E', 
entonces B = N" es un disco cr(F',F)-cerrado y tam-




	(LnE3) n N 
como L n B es a(  F' ,F)-cerrado> L n-N es cerrado 
en N para la topología inducida sobre N por Cr(F',F). 
Entonces CN (i n N) = 	n N es abierto en- N para la 
topología inducida sobre N por cr (F' 	Lc e V(F' ,F) 
[11 	(Proposición 3.10.1. Página 243) 
1=1),  Les V(F',F)-cerrado en F'. 
4.2.14 	DEFINICION: F es un espacio Infra-Ptak 
(Br-completo), si todo sub-espacio M de F', V(F',F)-ce 
rrado y cr (F',F) denso en F' t=> M = F', 
Resulta interesante observar que: 
1. Todo Frechet es Infra-Ptak, y 
2. Todo Infra-Ptak es completo. [1] (Proposición 
3.17.3. Pág. 299) 
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4.2.15 TEOREMA DEL GRAFI CO CERRADO (Ptak-W.Robertson: 
Si E es tonelado y T2; y F un Infra-Ptak d=f> toda a- 
plicación lineal F . E 	1 F 
con el gráfico cerrado es continua. 
PRUEBA:  
Por las equivalencias de 4.2.12. Probaremos que 
se verifica la parte d. 
Sea L un sub-espacio casi-completo de F* tal que 
M = L n F' es °-'(J' ,F)-denso en F', debernos probar 
que I= F'. Para esto probaremos primero que M es 
Ver ,F)-cerrado: Sea E un disco equicontinuo cr(FI ,F) 
-cerrado de F'. Por el teorerria de Alaoglu-Bourbaki[1] 
(Teorema 3.4.1. Página 201) B es un disco cr(F',F)-com 
pacto y por lo tanto Cr (F' ,F)-acotado. 
m n B = (L n FT ) n B = L (1 (Fina) = Li-1 B. 
Como L fl Bes 0-(F' ,F)-acotado y Les casi-completo 
cr(F',F)   Cr(FI,F) 
	> Lns 	 n s 	cLnB 
cr(FI  Es decir L n B 	
,F) = LflB r4> MAR es ck(F',F)-ce 
rrado 
=xt> Mes 0- (2',F)-cerrado y M es V(F',F)-cerradó 
Como F es un Infra-Ptak=1> M = F'1=4> Id\ = F' 
1—C> 	F'. 
Como se verifica 4.2.$.d entonces se verifica 4.2.8.a; 
es decir f es continua. 
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4.3 ALGUNAS EQUIVATENCIAS DEL TEOREMA DEL GRAFICO CERRADO 
EN ESPACIOS BORNOLOGICOS. 
El tema Que desarrollaremos en esta secci6n es pa-
recido al de la secci6n 4.2; en este caso con espacios 
bornológicos. 
Ses (F,tp) un e.l.c. T2. La topología 1.c. más 
fina sobre F, es bornol6gica, pues todo disco bornfvo-
ro es un disco absorbente. 
PROPOSICION 4.3.1: Sea (F,r.F) un e.l.c. T2 . Sea ti  
la topología sobre P, que tiene al conjunto: 
75= (D cr-F/D es un disco F - bornfvoro) 
como una base del filtro de vecindades del cero. En-
tonces. 
a ' 'CF 
b. Los acotados para ty 	son los mismos. F 
c. (S,21)  es un espacio bornológico 
d. rC,' es la topología más fina sobre F entre todas las 
topologlas sobre I", que tienen los mismos acotados. 
e. es la menos fina entre todas las topologías bor 
nológicas más fina que t.F' 
PRUEBA: 
a. F Sea 	 como tiene una base de discos Ve-N/10,rF),  
"=> :1U ErT(0,rF), U disco tal que U c.=:V, pero 
ue-Vi(O/CF)r—> U es ZF-bornívoro —E> u€28 
c> tF4ti 
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Como 'CF. 4 -e' c=4> Att ila AUCF). Por otro la-
do sea AC A(tF) , y sea W.M.CI, t')'==* 3 D4./Da 
pero D rCF-bornívoro 	t> 3 44>0/ IN> 0( AQXD=X14 
=(> ACCF) a Ai21); Por lo tanto A(t) = A(rei) 
c. Sea V =F, un disco t'-bornívoro por (b), V es un 
disco trbornívoro i=t> V €7; =[>VC-Ve(0, )1=t> (F. 'C ) 
es bornológico. 
d. Sea (2,"en) un e.l.c. tal que /I(tF) = M it") y 
Sea V eY0,t,") , un disco =[> V absorbe .a todo 
AC ACO, t.") = A( ') 	 V absorbe a todo AC A(e') 
	i> V es un disco t,'-bornívoro ti> V C4f(0, 'C') , 
pues (F,r) es un e.l.c. bornol6gico =t>t,'It". Por 
lo tanto tu .r.. Es decir 	es la topología 1.c. 
más fina sobre F entre las topologías 1.c. sobre F, que 
tiene los mismos acotados que "cp• 
e. Sea "C" una topología sobre F tal que (F/C") es 
bornol6gico y t"1/CF. Sea VCVIOJC )=Ar>3Dep 
tal- que: 
D =V. Como M'e") 'Ate& i=1:> Des 't."-bornívoro 
 	Des t"-bornívoro 	 DeAr(0,t")=1>veY(0,-"C") 
z".1;t1  
4.3.2 	DEFINICION: 	Sea (F/CF) un e.l.c. T2, llama- 
remos la topología bornológica asociada a seF, denota-
da por 'CE'F•  a la topología bornol6gica sobre F menos 
94 
fina, entre todas las topologías bornolégicas más finas 
que 'CF. La topología z.F es la topología te s obteni-
da en 4.3.1. Es una consecuencia de 9.3.1 que 
A(t) =  
9. 3. 3 PROPOSICION: Sea (E, tE) bornolégico y (F,r,) 
un e.i.c. T2' sea f : Et  —a 	- F 
lineal y continua. 
E 
Entonces f : E 	 él lineal y continua. 
E 
PRUEBA:  
Sea Ve-Vi.0,1C>=> 3D tF-bornívoro, tal que 
DtV, sea AS Alt E), como f es tE-tF continua 
4=1> f (A) A(tF) .=> 	>o:VIX10( es f (A)5)D 
4=t;>Acf-1  (f(A)) a f-1 (XD) = X 
=1;>'f-1(D) es rE-bornívoro~r> f-1(D)c-V10 , rE) 
f-i(v)e-Vto ,rE)=> f es tE-t:, continua. 
9.3.9 	PROPOSICION: Sea F un e.l.c. T2' Entonces las 
siguientes proposiciones son equivalentes: 
a. Para todo espacio normable E, toda aplicación lineal 
f de E en ' con el gráfico cerrado es continua. 
b.- Para todo espacio E bornolégico y T2' toda aplica-
ción lineal f de E en F con el gráfico cerrado es con-
tinua. 
c. Para cada topología t. 1.c T sobre F, menos fina 
que °Cr sus respectivas topologías bornolégicas aso-
S ciados 	?-B son iguales, es deci /y y 	 r t F• 
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PRUEBA:  
(a)=1> (b): Sea E bornolégico y T2 . Sea f una apli-
cacián lineal de E en F con el gráfico cerrado. Todo 
espacio bornológico y T2 es- el limite inductivo de es-
pacios normables- [1] (Propos-icién 3.7.6. Página 223). 
Sea la familia de espacios norrnables 	e y 
(fi) ie  la familia de aplicaciones lineales tales 
que E es el limite inductivo de (Ei) i el: Como f de 
E en F tiene el gráfico cerrado y VícI,f de Ei  en 
E. es continua. Por 2.1.5 gi  = f o fi  de Es. en F tie-
ne el gráfico cerrado. Por (a) ViE I, gi.Ei—g-F 
es continua. Por 3.1.7 f es continua. 
(b)=4:>(c): Sea t una topología 1.c. y T2 sobre 
F, menos fina que t.F. Entonces: 
tp =I> ZB 4 "r4, 	. 
Sea I la idéntica en F, entonces: 
IF  • F --›-Ft es lineal y continua. Por 4.1.8 
IF tFt --••-•Fry.l. tiene el gráfico cerrado. 
4re/B=1›-IF : F e--s-Ft es lineal y continua. 
Por 2.1.5 IF : 	F 	tiene el gráfico cerrado. 
Por (b) 
I • F 	es continua. Por 4.3.3. F• "G 
IF : Ete---a•-F tea 
(1) y (2)=Nr,13 =tBF  
Sea E normable y f . E Pep  lineal 
B B es continua l=t>ge ,IttF 	(2) 
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y con el gráfico cerrado. Por 4.1.8. Existe una to- 
pología 1.c. T2 sobre F,r4tp tal que. f.E—›-F 
es lineal y continua. 
Como E es normable, es bornológico. Por 4.3.3. 
f . E —)--F 5 es lineal y continua. Por (c) 
p7.,B 
- 	' Luego: 
E 	F e es lineal y continua, como r, 
E ---1.-E15F es lineal y continua. 
A continuación, Vamos" a obtener unas proposiciones 
equivalente a las tres de 4.3:4. 
4.3.5 PROPOSICION: Sea (F, ftF) un e.l.c. T2 y 25 
una topologia 1.c. T2 t4tF. Entonces las siguientes 
proposiciones son equivalente: 
a. t#13 	
1/4'F 
b. A(Z5) = A(CF) 
PRUEBA:  
(a) r=4),  (b): Por 4.3.1.5 A(t) = A(CB) y AZT)=A(CIFI) 
= tF=C>A(t) A( tF) 
(b) (a): t4tF -1)›-C,B4ZEF 
	(1) 
Además. Sea VCIV70,1) un disco 	C> V absorbe a todo 
re -acotado 	C> V absorbe a todo re-acotado. Por 
4.3.1.b V absorbe a todo "C -acotado 	.1> V e\r(0 X13 ) 
(2) 
por (1) y (2) 	= 
Observemos que 4.3.5.a es 4.3.4.c, luego 4.3.5.b es 
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equivalente a todas las proposiciones de 4.3.4. 
	
4.3.6 	DEFINICION: 	Sea (E , re) un e . 1. c. T2 	Sea 
(x)neN  una sucesi6n en E, xn converge a O en el sen- 
M4MEY tido de mackey Cxn—r-01, si existe un disco 
r-acotado A de E, tal que xn converge a O en el espa-
cio normado (EA,qA).; donde EA = n nA y qA es la gauge 
de A. (Si A es absorbente EA = E). 
4.3.7 	LEMA: Sea (E,Z ) un e.l.c. T2 y (xn) n?..1 una 
sucesión en E. Entonces: 
aR+ ; 2'n-11- C°  n ny.j.  
tal que 
PRUEBA: 
(1==4:>)Sea (x)>10E  t. q . xn"Ss.' -v̀i.  O ===f> 3 . disco 
'e-acotado tal que qA (xn)L-c.1—>t -0,---1>Vn?..1,3,n>  
qA (xn).5 	; la sucesión fn, puede ser escogida 
ro 
tal que fin 	. Ahora bien +03 
ciA(xn)c <=r> Ynxne A, luegoVVÍVIO,Z) , V equi- 
librado ,3 > O tal que: 
Vni pnxn Itir: V r—t> (cCpn)xn c V, Vn 1 
Sea 	1n = otin,=1>1nxn 	O con Xn 	-+ co 
Recíprocamente: 
Sea (x ) _ CE. Sea ( X nn?..) 	iclEt+ tal que n n a-1 
X nxn 	O, y Xn-^&1*-+Co 
?tnxn' o• 
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Sea u 	, 	, U un disco 	-acotado. 




'e ?....no) pero )t 	C01=1> in —1-°  
bletKEY 
1=1). q  U( Xn 	° =t>  
4.3.8 COROLARIO: Toda sucesión que converge a cero 
en el sentido de Mackey-, converge a cero en el senti-
do usual de -e. 
PRUEBA:  
~KEY n  
1J <1==1> 3 C)1n) n ic41+ tal que. "Xn-->+ Cc 
y Xnxn 	<=1>VuerVíO,t), U equilibrado 
En0/Vn?....n0 1 )1n>1., y, inxn U.1-1> x rU n 
•=1> xn 	O 
4.3.9 	PROPOSICION: Sean (E,ÉCE) y (F, t) dos e.l.c. 
T2' Sea f . 	lineal. Entonces las siguientes 
proposiciones son equivalentes: 
a. f transforma acotados en acotados. 
b. f transforma sucesiones que convergen a cero en el 
sentido de Mackey en E, en sucesiones acotadas en F. 
PRUEBA:  
(a)  	 Sea (xn) 4>  ( 3) : 	 tal que x 	por 
"Cr 4.3.8 x,-'---*- O. luego (xn) n.?....i es acotada. Por (a) 
f((xn)n?..1) = (f(x n 	es una sucesión acotada en?. 
(b)=1> (a): Sea B eCE-acotado, y supongamos que 
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f(B). po e tE-acotado 	aVling,seE). tal que 
Val 1 f(B) cn3V1 Vn.>.:1, sea xneB tal que 
f (in) .0 n3V =I> f (±) 0 V. 
Ahora bien, para cada n?„.1 sea •Xn = n 
tal 	Xn Xn te  
1•1.--31.--1-°) Y 7'n7 - 	° 
pues como 8 es tE-acotado VUE.V(0,reE) u equilibra-
da, 3n0CaJ t.q. \g/ n):no es B a n2U=1>Vn?... no es 
x „ n 	LC3,_ O. Luego 	O, pero 
n2 	-%1-1- n2 	 n3  
no es ley-acotada, lo cual contrOice (b). 
4.3.10 PROPOSICION: Sea (F,reE) un e.l.c. T2 y 
una topología 1.c. T2;t:ItE. Entonces las siguien- 
tes proposiciones son equivalentes. 
a. Ate) = AUCT) 
b. Toda sucesión que converge hacia O en el sentido 
de Mackey para t, es acotada para re F• 
PRUEBA- 
(a):=1:>(b): Sea I : F F 	z 	F t,  ; por (a) IE manda 
acotados en acotados. Por 4.3.9 toda sucesión que 
converge hacia O en el sentido de Mackey para ce, 
es te"-acotada. 
(b) ==t> (a) : t 4reE=1::> A( er) CA (t) 	(1) 
Por otro lado sea: 
IF  . F--=-F por la hipótesis (b) y 4.3.9 I.  'Cr 
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envía t:5-acotados en 2::,F acotados ==4›.Ace)=A(zFy(2) 
(1) y (2) c--C> A(fe) = AC25F). Luego 4.3.10.b es 
equivalente a todas las proposiciones de 4:3.4. Va-
mos ahora a enunciar las equivalencias que hemos ga-
nado, más otras- que probaremos en la siguiente pro-
posición. 
4.3.11 	PROPOSICION: Sea (F,25F) un e.l.c. T2. En- 
tonces las siguientes proposiciones son equivalentes: 
a. Para todo espacio normable E, toda aplicaci6n li-
neal f de E en F con el gráfico cerrado es continua. 
b. Para todo espacio E bornológico y T2, toda apli-
caci6n lineal f de E en F con el gráfico cerrado es 
continua. 
c. Para cada topología 1.c. T2  t sobre F,t‘ty, 
B ==> 	= t ;. 
d. Para cada topología 1.c. T2  resobre F,r4:CF  
===i). 211(25 ) 	= 211(25F) . 
e. Para cada topología 1.c. T2  rsobre F,r4r, 
.> Toda sucesión que converge a O en el sentido de 
Mackey para 25, es acotada para t£ • 
f. Para todo espacio E, 	y T2. Toda aplicación 
lineal f de E en F con el gráfico cerrado transforma 
las sucesiones convergentes 1 O en el sentido de Mackey 
en E en sucesiones acotadas en F. 
g. Sea L un sub-espacio de F', 0,e(F',F) denso en F', 
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entonces todo sub-conjunto B de P tal que f(B) es aco 
taco para toda fel. implica que f(B) es acotado para 
toda flIP'. 
h. Para cada sub-espacio L de P'; Cr(F',F) denso en 
F'. Y Para cada T=1., Cr(L,P)-tonel en L, la Cr(F',F) 
clausura de T es un Cr(F',F)-tonel. 
PRUEBA: 
Las equivalencias entre a,b,c,d y e, y a fueron 
probadas en 4.3.4; 4.3.5; y 4.3.10. 
Probaremos que (b)<>=11 >(f). 
(f) ==411>(b): (f) ==i> (e); pues (e) es un caso parti-
cular de (f) y (e) =ir> (b). Luego (f) ==i> (b). 
(b)=4> (f). 
Por 2.1.5 
E 	E 	1:E 	'tp 
dos en 	 por 4.3.1. A(t)=a(ICE) F-acotados; pero 
==411> f manda E-acotados 
4.3.9, f transtorma sucesiones que convergen a cero en 
el sentido de Mackey; en sucesiones acotadas en P. 
Ahora probaremos que dtl--t>g 
(d)-=.1> (g): Sea L un sub-espacio de P', er(F',F) 
denso en F'. Por 4.2.1015a(P,L) es un e.l.c. T2  
Sea (E,15E) un e.l.c. T2 y f.E.„-- CF 0- 	. 
tiene el gráfico cerra 
do. Por (b); f es continua. Luego f manda-acota- 
lineal y con el gráfico cerrado. 
is--~F 
en reF-acotados. Por 
y Larc=400./5= or,(1,,L) 4 cr(F,Fe).11 	Por (d). 
A(t) = Ate». 
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Sea Bar tal que kif f L f (R) es te-acotado <1--1> 
kif f e L; 3 A> O tal que Sup I f (x)I 	<H> Hen:91E4)1= 
Pite) = A(eF) 
i=1:* kif f e F' f(B) es teeracotado 
(g)=(4). Sea t una topología 1.c. T2 sobre F 
4tF• 
Entonces Art.F) 	A(e) . (1). 
Por otro lado: Sea L = (F, e) ' 	FI  =1::>(F,L,<>) es 
un sistema separante en F•C)C>L es oiF 1 ,F) denso en 
F'. 
Sea scA(r)=1> kif CL f .
R e 
linealf()eet  Ayconn)- 
tinua 1=1> f (B) C. A ( st R) V f L. Por (g) 
B 
 
V f 	=I> EI es cr(F,F1 )-acotado, pero como er(F,F1 ) 
y reF son compatibles A(cr(F,FI)) = A(eF)=1> Se A(eF) 
=1> Are)cA(c,) 	(2) 
Por (1) y (2) A(t) = AerF). 
Por último probaremos que (d)<(h) • 
(d),--> (y): Sea L un sub-espacio de F' o-IF',F)-denso 
en F', entonces re = cr(p,L) es una topología 1.c. T2  
sobre F y t ("C.F  
Por (d) A(0r(F,13)= Are) = A(eF) = A(cr(F,F1 )) 	(1) 
Si A a F, indicaremos por A° su polar en L y por A•  
su polar en F'. 
Sea T un Cr(L,F)-tonel cH> T° = T• 
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0- (FI  ,F) =1;> T" = T•• = 	. probaremos que T" es 
absorbente en F'. T crtL,F)-tonel =INT = 
es absorbente en L =r> T° es 0-(2,L)-aco 
tado, por (1) T° es 0-(F,F9-acotado 	T ° • es absor 
bente en F1 =1::> T°• = T•• es un disco absorbente en F' 
Cr. (FI  ,F) -cerrado =1:> —es un cr(F',F)-tonel 
(h)r=> (d): Sea te una topología 1.c. y T2 sobre 
F;r4tF=4> me& ame) 	(1) 
Sea L = (F/t) ,=r> (F,L,< >) es separante en F 
Por 9.2.10 L es o-(FI,F)-denso en FI, 
Sea /le A(Z)=1> A° es .un disco absorbente en L 
cr(L,F)-cerrado =1;> A° es un cr (L,F)-tonel 
= A°•• es un 	(F',F)-tone1=NA0 •• j° 
es absorbente en F'.~. A°•es tF.-acotado 
pero A CA =C> A es tr-acotado =t.> A ( -e) e A( V.) (2) 
Por (1) y (2) A(t) = AreF). 
Una aplicación de 4.3.11 la damos en el siguiente 
ejemplo: 
4.3.12 EJEMPLO: Sea F = 	 ,1 el espacio lineal 
de las funciones continuas definidas en [0,13 con 
valor real provisto de la topología reF de la conver-
gencia uniforme (La topología definida por la norma 
II II CP 	IIfIÇ1 = sup 1f (t)I . Entonces (F, t.)es una teto..) 
e:l.c. T2' Para cada neq, definimos la función 
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triangular 
fn (x) 	= 
Entonces V 
fn 
2 2n O 	x 	2 -1.1  
2n C2-2x) 	x‘.. 21-n  2 -n ‘, 
21-ns x ,s  1 
n >1 	fn es continua, es decir 
fn F= %In:1,1]; para todo n, fn tiene un máximo, que 
ocurre en x 	2-n e igual a f(2) = 2n y es cero pa- 
ra 21-n  x 1. 
Veamos la gráfica de una de ellas. 
2n j 
1 Figura 4.2 
La sucesión(fn) ll  > 1  converge a cero en el sentido de 
Mackey para la topología cm CF,F' ) , es decir la topo-
logía de la convergencia puntual. 
Sea (-A ) a IR+ tal que eX n —0-- +c 
n fn es la suces16n definida por: 
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n 2nx 
?In 2n(2  - 
0.‘x.‘2-11  
2 -n  
1-n 
a 	 21-n „C. x<1 
y Lim X f es la aplicaci6n nula pues: n n 
Lim 	f (e) = Lim X 21 x para r) ,„ n n 	 n 
OxcLim 2= O, es decir para x 	O 
Y 
Lim 	f (x) e O , para O = Limcg( 21-n) X S. 1 n _t n 	n 
r==> Li111 "A.n fn(x) = O para todo xe[0,1]t--r> En luta- O 
ep 
pero (fn)041 no es 'Cr-acotada; es decir, Un)n)1 
no es acotada para la norma del sup. En efecto, pues, 
para cada n?..,1 
fn 	- Sup 	f (x) I = 2
n; luego 
oexci. 	1.1 	' 
1 fn 	-FOD si, n--s-Jrco 
=H> (fnn41 no es 	F-acotada. Así pues el espacio )  
( 1.([0,1J), II Iloo ) no satisface la propiedad 4.3.11.e 
Debe existir entonces, al menos un espacio normable E, 
y una aplicación lineal f de E en F con el gráfico ce-
rrado, pero que no es continua. 
En el ejemplo 2.1.6, podemos observar que uno de esos 
espacios norrnables es: 




El trabajo realizado no ha sido sencillo, mas bien 
arduo; pero al mismo tiempo sumamente interesante, lo cual 
facilitó la realizac16n de nuestra tesis. Nuestro aporte ha 
sido el de organizar el material de demostrar de una manera 
propia más de la mitad de las proposiciones y abordar con 
un toque de originalidad el resto de las mismas. No quere-
mos decir con esto que las demostraciones que hemos realiza-
do (de las primeras que hablamos) no hayan sido hechas ante-
riormente, pero si que la bibliografía con la que contamos 
no las hacen, sencillamente las enuncian. Algunas de las 
proposiciones las hemos enunciado y demostrado nosotros mis-
mos por necesitar de ellas. 
Definitivamente que de los temas desarrollados por 
nosotros en la tesis, es el capítulo 4 el más importante. 
Consideramos que el teorema de Mahowald y los teoremas tipo 
mahowald para cr-tonelados y s-tonelados son los resultados 
más interesantes, pues caracterizan las condiciónes mínimas 
(la de ser tonelado, 0- -tonelados 6 s-tonelado, según el ca-
so) del espacio de salida E, cuando el de llegada es Banach. 
( 	, cuando E es 0- -tonelado;Coo cuando E es s-tonelado). 
Es también en el capítulo 4 (secciones 4.2 y 4.3) donde obte-
nemos potentes resultados equivalentes al teorema del gráfi-
co cerrado, (En espacios tonelados y bornol6gicos), los cua-
les enriquecen el temario de nuestra tesis. 
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Los teoremas de la Aplicación Abierta y del Gráfico 
Cerrado, son temas para no acabár, siempre hay algo más por 
investigar. Inclusive en nuestra tesis, aunque hemos consi-
derado tales teoremas finicamente en espacios lineales topo-
lógicos, nos queda varios tópicos sumamente interesantes por 
investigar. Por ejemplo: 
1. El teorema tipo Mahowald para espacios d-tonelados, cu-
ya demostración está en proceso de ser concluida. Si 
(E,r) es un e.l.c. T2 y T c:E, T es un d-tonel si T 
es un tonel tal que: 
T = 	Vn  
n'=1 
donde V n;11 VnerY10,15) Vn es disqueada y cerrada; 
entonces (E,TI.) es d-tonelado, si toda parte cr(E',E)-a-
catada del dual de E, reunión de una familia numerable 
de partes equicontinuas es también equicontinua . La 
definición anterior equivale a decir, que si T es un 
d-tonel entonces T es una vecindad del origen. 
La demostración de este teorema está siendo desarro- 
llado por nuestro asesor el Dr. Jorge Rojo. Es nuestro in-
terés investigar conjuntamente con nuestro asesor en esta 
línea. 
2. Yukio Komura propone una propiedad más general que las 
considerados por nosotros en 4.2 y 4.3. El considera 
una propiedad O( que pudiera tener o no un e.l.c., 
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dado un espacio E, dice que E tiene la propiedad Sr< si 
E tiene la topologta 1.c. final con respecto a una fami-
lia (Eit fi) i c donde para cada ie. I,fi  es lineal y Ei  
tiene la propiedad o( . Por otro lado, considera un 
e.l.c. y T2 (F,It:F); define la topología sobre F, deno-
tada por 14, como la menos fina entre todas las topo-
logras 1.c. sobre F que tienen la propiedad <7( , que son 
más fina que sep. 
Komura demuestra que las siguientes afirmaciones son 
equivalentes: 
a. Para todo espacio E con la propiedad o( , y toda aplica-
ción lineal f de E en F con el gráfico cerrado es conti-
nua. 
b. Para todo espacio E con la propiedad o( 	y toda aplica- 
ción lineal f de E en F con el gráfico cerrado es conti-
nua. 
c. Si 25 es una topología sobre F, 1.c. y T2 tal que 
re 	 rit 	a 4reFI 	
n- n entonces 	= re. Estamos interesados en ives 
tigar para que propiedades o( y 	y cuáles espacios 
(E3511) se cumple el teorema de Komura; por ejemplo cuan-
do o( es la propiedad que el espacio (E,25) es normable, 
entonces c7( es la propiedad de ser ultrabornológico. 
Analizaremos que propiedades son equivalentes al teorema 
del gráfico cerrado en estos nuevos espacios, e investi-
gar si pueden existir otros. 
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3. -Queremos continuar con el estudio del teorema del grá-
fico cerrado en un espacio de De Wilde el cual ha sido 
definido recientemente, e introducimos a continuación: 
Una Web sobre un espacio E 1.c. y T2 es una familia 
R = {C(ni,...nk)} de partes de E, donde n11n2,... varia 
en el conjunto de enteros positivos y que satisface la 
siguientes condici6n: 
E 7 L j°1  C(I11) g C(ni) 7  
n =1 1 	 n2=1 
ro 
C(ni 	nk-1) =L 	JC(n1"—.nk-1,nk)  nk=1 
Diremos que R es del tipo 	si para toda sucesión 
(nk)k).1, V k,nk>,....1  existe otra sucesi6n  
V k 
	>0 tales que las condiciones: 
011AkCIPk,y,xk e C(ni 	nk) Vic¡ál, implican que la 
serie EXkxk es convergente en E. Entonces llamaremos k=1 
un espacio de De Wilde, a todo espacio (E,t) 1.c. y T2  
en el cual existe una Weh de tipo 	. 
4. Otro tópico que nos interesa investigar, es el de las 
aplicaciones del teorema del gráfico cerrado en las 
Ecuaciones Diferenciales. 
Consideramos que el trabajo realizado sienta las ba-
ses para continuar nuestra investigaci6n en los puntos ante-
riormente señalados, los cuales son temas de sumo interés en 
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